O REALIZACJI KLASYCZNYCH DEGENERACJI
ALGEBR JAKO DEGENERACJI SKONCZONYCH
KATEGORII LOKALNIE OGRANICZONYCH

NA PODSTAWIE REFERATU ADAMA HAJDUKA

Przez caly referat k oznacza ustalone cialo algebraicznie domkniete.
Przypomnijmy, ze jesli d € N, to kazdy uktad ¢ = (Cij) € k? definiuje
mnozenie o, : k% x k% = k% dane wzorem

€; Oc € = Z Ci,j "€ (27] S [Ln])

le[l,n]

Rozmaitoscig algebr wymiaru d nazywamy podzbior alg, przestrzeni
k? zdefiniowany wzorem

alg, :={ce k™ - para (k7 0,) jest algebra}.

Zbior alg, jest lokalnie domknietym podzbiorem przestrzeni k. Moz-
na pokazaé, ze otrzymujemy w ten sposob rozmaitos¢ afiniczng. Na
zbiorze alg, mamy naturalne dziatanie grupy GLg4(k), ktérego orbity
odpowiadaja klasom izomorfizmu d-wymiarowych algebr. Jedli Ay i A;
sg d-wymiarowymi algebrami, to mowimy, ze algebra A jest klasyczna
degeneracja algebry A; (i piszemy A; <q Ayp), jesli

GLd *Co Q GLd *Cq

dla pewnych stalych strukturalnych cq i ¢; algebr Ay i Ay, odpowiednio.

Analogicznie, dla liczby n € N oraz wektora d € N** definiujemy
rozmaito$¢ lbcq lokalnie skonczonych ograniczonych k-kategorii R o
wektorze wymiaru d (tzn. Ob R = [1,n] i dimy R(7,7) = d;; + d;; dla
wszystkich indekséw i, j € [1,n]). Na rozmaitosci Ibcq mamy dziatanie
grupy GLg = Hi’je[m] GLg, ;. Przypomnijmy, ze jesli R jest lokalnie
ograniczona k-kategoria, to symbolem A(R) oznaczamy stowarzyszona
algebre. Algebre Ay nazywamy idempotentowo sztywng degeneracja
algebry A; (i piszemy A; <, Ap), jesli istnieja liczba n € N, wektor
wymiaru d € N** oraz lokalnie ograniczone skoficzone k-kategorie Ry i
R; o wektorze wymiaru d takie, ze A(Ry) = Ao, A(Ry) = A; i

GLd *Co - GLd *C1

dla pewnych statych strukturalnych cy i c; kategorii Ry i Ry, odpowied-
nio.
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Moéwimy, ze algebra Ag jest degeneracja w sensie Crawleya—Boeveya
algebry A; (i piszemy, A; <cp Ap), jesli istnieje skonczenie wymiaro-
wa algebra A, nieprzywiedlna rozmaito$¢ X, punkt xqg € X, otwarty
podzbiér U C X i odwzorowania regularne fi,..., f, : X — A takie,
ze Ag ~ Ay, 1 Ap ~ A, dla wszystkich punktow x € U, gdzie

Ay = A/(fi(y), - fy)  (yeX).

Wiadomo, ze wszystkie powyzsze typy degeneracji zachowujg typ
reprezentacyjny, tzn. jesli algebra Ay jest degeneracja algebry A; i al-
gebra Ay jest skonczonego (oswojonego) typu reprezentacyjnego, to al-
gebra A; jest skoniczonego (oswojonego, odpowiednio) typu reprezenta-
cyjnego. Ponadto, kazda idempotentowo sztywna degeneracja jest de-
generacja klasyczna oraz w sensie Crawleya-Boevey. W ogélnosci nie
ma jednak wiecej inkluzji jak pokazuja nastepujace przyktady. Algebra
k[T]/(T?) jest klasyczng degeneracjq algebry k x k (wystarczy rozwazy¢
rodzine

KTINT? =t-T)  (t€k)),
ktora nie jest degeneracja Crawleya-Boevey. Z drugiej strony, algebra

k( @ —— o) jest degeneracja Crawleya-Boevey algebry k x k (otrzy-
mujemy ja rozwazajac rodzing

k(e —=e)/(t-a) (t€k)),

ktora nie jest degeneracja klasyczng. Dowbor i Hajduk udowodnili, ze
dla algebr tego samego wymiaru kazda degeneracja w sensie Crawleya-
Boevey jest degeneracjg klasyczng, natomiast dla algebr bazowych de-
generacje Crawleya-Boevey pokrywaja sie z degeneracjami idempoten-
towo sztywnymi.

Rozwazmy rodzine

A=k(a(Co—"m0)/(@~t-at-)  (tek)
Wtedy

Ag = k(o (Co—m0)/(0?)
Atﬁk(Oﬁ-o)Xk’

dla wszystkich ¢t € k\ {0}. Z drugiej strony, algebra Ag nie jest dege-
neracja algebry A; w zadnym z powyzszych sensow.

Algebre Ay nazywamy uogdlniona degeneracja w sensie Crawleya-
Boevey algebry A; (i piszemy A; <gcp Ao), jesli istnieje rozmaitosé
nieprzywiedlna X, punkt zo € X, zbiér otwarty U C X i k[X]-algebra
A takie, ze algebra A jest skonczenie generowana jako k[X]-modut,
Ay ~ Ag 1 A, ~ Ay dla wszystkich punktéw v € U, gdzie

.Ay = A@kp{] k[X]/my.
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Twierdzenie (Hajduk/Kasjan). Algebra Ay jest uogdlniong degenera-
cja Crawleya-Boevey algebry Ay wtedy i tylko wiedy, gdy istnieje algebra
ilorazowa Ay algebry Ag bedgca klasyczna degeneracjq algebry A;.

Whniosek. Jesli algebra Ay jest uogélniona degeneracjg Crawelya-Bo-
evey algebry Ay oraz algebra Ay jest skonczonego (oswojonego) typu
reprezentacyjnego, to algebra Ay jest skoriczonego (oswojonego, odpo-
wiednio) typu reprezentacyjnego.

Twierdzenie (Hajduk). Jesli algebra Ag jest klasyczng degeneracjg
algebry Ay, algebry Ay i Ay sq bazowe oraz vk Ko(Ag) = rk Ko(A;), to
algebra Aqg jest idempotentowo sztywnq degeneracjq algebry A;.



