PROBLEM KROTNOSCI I IZOMORFIZMU DLA
CZTERECH PODPRZESTRZENI

NA PODSTAWIE REFERATU ANDRZEJA MROZA

Przez caty referat k oznacza ustalone ciato algebraicznie domkniete.
Wszystkie rozwazane moduly sg skonczenie wymiarowe.

Niech A bedzie algebra. Przez X(A) oznaczmy ustalony zbiér re-
prezentantéw klas izomorfizmu skonczenie wymiarowych nierozktadal-
nych A-modutéw. Dla A-modutu M oraz nierozktadalnego A-modutu
X przez m(M)x oznaczmy najwieksza liczbe catkowita nieujemna m
taka, ze modut X™ jest sktadnikiem prostym modutu M. Wtedy

M ~ @ XmM)x

XeX(A)

Problemem krotno$ci nazywamy problem wyznaczenia, dla ustalone-
go A-modutu M, liczb m(M)x, X € X(A). Problemem izomorfizmu
nazywamy problem odpowiedzi na pytanie, dla ustalonych A-modutow
M i N, czy moduty M i N sa izomorficzne.

Oczywidcie rozwigzanie problemu izomorfizmu dla modutéw M i N
pozwala rozstrzygnaé¢ problem izomorfizmu dla modutow M i N. Z
drugiej strony, rozstrzygniecie problemu izomorfizmu dla modutow M
i N nie musi wymagac rozwigzania problemu izomorfizmu dla modutow
M i N. Istotnie, problem krotnosci dla algebry k[t] jest réwnowazny
problemowi znajdowania postaci Jordana dla macierzy, a wiec jest nie-
algorytmiczny, gdyz wymaga znajdowania pierwiastkéw réwnan wielo-
mianowych. Z drugiej strony, méwimy, ze macierzy A, B € M., (k[t])
sg rownowazne, jesli istniejg macierze odwracalne C i D o wspotezyn-
nikach w pierscieniu klt] takie, ze

A=C -B-D.

Problem rozstrzygania réwnowaznosci macierzy o wspotczynnikach w
pierscieniu k[t] jest algorytmiczny. Ponadto mozna pokazaé, ze jesli
M i N sa macierzami kwadratowymi o wspotczynnikach w ciele &, to
wyznaczone przez nie k[t]-moduly sa izomorficzne wtedy i tylko wtedy,
gdy macierze M —t-1Id i N —t - Id sa podobne.

Nastepujace twierdzenie pozwala rozstrzygaé¢ problem izomorfizmu
w przypadku algebr skonczonego typu reprezentacyjnego.

Twierdzenie (Auslander). Niech M i N bedg modutami nad skoticze-
nie wymiarowq algebrg A. Wtedy moduty M i N sq izomorficzne wtedy

Data: 14.11.2010.



2 ANDRZEJ MROZ
1 tylko wtedy, gdy
(M, X] =[N, X|
dla wszystkich modutow X € X (A), gdzie dla A-moduléowY 1 Z piszemy
Y, Z] := dimy, Homy (Y, Z).
Ponizsze stwierdzenie pozwala bada¢ stosowny warunek dla skon-

czonego zbioru moduléw, wymaga to jednak znajomosci rozwigzania
problemu krotnosci.

Stwierdzenie (Forbregd/Nornes/Smalg). Niech M i N bedg moduta-
mi nad skonczenie wymiarowq algebrg A. Niech

Ly:=M&N i Ly = (rad End(L;))(L;) (i € N).

Wtedy moduty M i N sq izomorficzne wtedy 1 tylko wtedy, gdy
(M, X] =[N, X|
dla wszystkich modutow X € X (A), ktore sq skltadnikami prostymi mo-
dutu @@, Li-
Niech A bedzie algebra. Przypomnijmy, ze
m(X)x = [M, X]+ [M,7X] = > dimIrra (Y, X) - [M,Y]
YeX(A)

dla kazdego nierozktadalnego A-modutu X oraz kazdego A-modutu M.
Stad, jedli algebra A jest skonczonego typu reprezentacyjnego oraz zde-
finiujemy macierz T € My (a)xx(a)(k) wzorami

1 X # 7X oraz

lboY ~X lubY ~7X

T(X,Y) = albo u 7X,
2 X~Y~71X,

—dimy Irr (Y, X))  w przeciwnym wypadku,
to macierz T jest odwracalna oraz
T7HX,Y) =Y, X]

dla wszystkich modutow X, Y € X(A).
Niech teraz A bedzie algebra drég kotczanu
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Modutly nad algebra A mozemy utozsamiaé z ciggami (A, B, C, D) ma-
cierzy odpowiednich rozmiaréw. Nierozktadalny A-modut X nazywamy
ciagltym, jesli 7X ~ X. Definiujemy zbiér cont X (A) wzorem

cont X(A) :={X € X(A): 7X ~ X}.
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Dla elementu A € k \ {0,1} definiujemy reprezentacje R*(\) wzorem

k kLolli] & k
e N{:L/m

Jesli
T, := {X € cont X(A) : [R*(\), X] # 0},
to zbior cont X'(A) jest suma roztaczna zbiorow 7, A € k\ {0,1}.
Ponadto, dla kazdego elementu A € k\ {0, 1} oraz kazdej liczby [ € N
istnieje doktadnie jeden modul R € 7, taki, ze
dim R = [ - dim R*()\).

Modut ten bedziemy oznaczaé R(I, \).
Dla A-modutu M = (A, B, C, D) definiujemy liczbe p(M) wzorem

p(M)=2- Z m(M)x + Z Z m(M)x,
Xe0(0) 1€[1,4] XeO(z)
gdzie dla wierzchotka i € [0, 4] definiujemy zbiér O(i) wzorem
O(i) .= {X € X(A) : istnieje liczba n € N taka, ze X ~ 77 "P,(i)}.

Nastepnie definiujemy macierz M), o wspoétczynnikach w pierécieniu
k[t] wzorem

0 B C D
MM':[A 0 C t-D]'

Wielomianem charakterystycznym x,; modutu M nazywamy najwiek-
szy wspélny dzielnik minoréw stopnia 2 - dimy My — p(M) macierzy
M. Spektrum Spec(M) modulu M nazywamy zbiér pierwiastkéw
wielomianu xj; réznych od 01 1.

Twierdzenie. Niech M bedzie A-modulem i X € k\ {0,1}. Wtedy

#{R € T, : R jest skladnikiem prostym modutu M}
= 2 - dimy My — rk M (X)) — p(M).
W szczegolnosci, N € Spec M wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje modut
R € T,, ktory jest sktadnikiem prostym modutu M.

Mozna pokazac, ze jesli znamy spektrum modutu M, to istnieje algo-
rytm o ztozonosci O((dim M)*) pozwalajacy rozwiazaé problem krot-
nosci dla modutu M.

Dla wektora wymiaru d definiujemy zbior D(d) wzorem

D(d) = {X € X(\) :dim X <d, dim7'X <d, lub
istnieje modut Y € X (A) taki, ze Irry (X,Y) # 01 dimY < d}.
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Dla A-modutu M = (A, B, C, D) definiujemy macierz charakterystycz-
na (4, ktora jest macierza o wspotezynnikach w pierscieniu k[t], wzo-
rem
Ao A-t-A B —t-C 0
M 0 —t-B C D-—t-D|’
Twierdzenie. Niech M i N bedg A-modutami takimi, ze dim M =
dim N. Wtedy moduty M i N sq izomorficzne wtedi tylko wtedy, gdy
[Mv X] = [N7 X]

dla kazdego modutu X € D(dim M) oraz macierze (Y i (& sq réwno-
wazne.

Niech II bedzie algebra Kroneckera. W dowodzie wykorzystujemy
funktor ® : mod A — mod Il zdefiniowany wzorem

A B0 0] A0 C o0
‘1)<A’B’C’D)':<{o 0 C D}’[O B 0 DD'

Wtedy

O(RM1,N) ~ R(1,&) @ R(1, &) @ RM(1,1)*
dla kazdego elementu A € {0, 1} i kazdej liczby [ € N, gdzie & i & sa
pierwiastkami rownania
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