DEGENERACJE MODULOW DLA ALGEBR
SKONCZONEGO TYPU REPREZENTACYJNEGO

NA PODSTAWIE REFERATU GRZEGORZA ZWARY

Przez caly referat zaktadamy, ze A jest skonczenie wymiarowa al-
gebra nad ciatem algebraicznie domknietym k. Wszystkie rozwazane
moduty sg skonczenie wymiarowymi lewymi A-modutami. Dla modu-
téow M i N definiujemy liczbe [M, N| wzorem

[M, N] := dimy Homy4 (M, N).

Moéwimy, ze modut M degeneruje si¢ do modutu N (i piszemy M <geq
N), jesli istnieje ciag doktadny postaci

0—-2Z—ZdM — N — 0.

Zwara udowodnit, ze M <o, N wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cigg
doktadny postaci

O—-N-—-MoZ—7—0.

Zauwazmy, ze bezposrednio z definicji wynika, ze jesli M <qoe N, to
dim M = dim N.

Lemat. Przypusémy, ze dim M = dim N dla modutéow M i+ N. Wtedy
nastepujgce warunki sqg rownowazne:
(1) [U, M| < [U, N] dla kazdego modutu U.
(2) [U, M| < [U, N] dla kazdego nierozkladalnego modufu U.
(3) [M, [N, U] dla kazdego modutu U.
(4) [M [N, U] dla kazdego nierozkladalnego modutu U.

Dowod. W dowodzie wykorzystujemy wzor Auslandera—Reiten mowig-
cy, ze dla kazdego nierozktadalnego nieprojektywnego modutu U oraz
wszystkich modutéw M i N takich, ze dim M = dim N, mamy réw-
noscé

U] <
U] <

U, N| — [N, 7U]| = [U, M| — [M, TU]. O
Piszemy M <pom N, jesli dim M = dim N oraz
U, M] < [U, N]

dla kazdego modutu U. Zauwazmy, ze jesli M <4ee N, to M <yom V.
Lemat. Jesli M <pomy N i M % N, to
[N, M] < [N, N] 7 [M, N] < [N, NJ.
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Dowdd. Ustalmy moduty L, M'i N’ takie, ze moduty M’ i N’ nie maja
niezerowego wspoélnego sktadnika prostego oraz
M=M®oL i N=No&L.
Zauwazmy, ze M’ <pom N'.
Ustalmy baza liniowa (f1,. .., f) przestrzeni Hom(M’, N'). Niech
T
f:: |:f1 fr}

i C':= Coker f. Wtedy funkcja Hom4(f, N’) jest epimorfizmem. Z dru-
giej strony, poniewaz moduty M’ i N’ nie sg izomorficzne i nie maja
niezerowego wspoélnego sktadnika prostego, wiec funkcja Homa(f, M)
nie jest epimorfizmem. Stad

r- [N, M < [C,M']+ [M' M <[C,N']+[M',N]|=r-[N' NI
Ostatecznie

[N, M] = [vaM/] + [N/aL] + [L, M]
< [N',N'| +[N', L]+ [L, N] = [N, NJ,
co konczy dowdd pierwszej nierdwnosci.

Dowdd drugiej nierownosci jest analogiczny. O

Twierdzenie. Jesli algebra A jest skoriczonego typu reprezentacyjnego
oraz M i N sqg A-modutamsi, to

M <geg N witedy @ tylko wtedy, gdy M <yom V.

Dowdd. Przez ind A oznaczmy ustalony maksymalny zbiér parami nie-
izomorficznych modutéw nierozktadalnych.
Niech F bedzie klasg wszystkich ciggdéw doktadnych

0O0—-U—-W-—->N-—=0

takich, ze M & U <yom W. Zauwazmy, ze klasa F jest niepusta, gdyz
ciag
0—-0—=N—-N-—=0
nalezy do klasy F. Dla ciagu
c:0—-U—-W-—->N—=0

z klasy F definiujemy liczbe A, wzorem
AO’ = Z ([UEB N7X] o [W7X])
Xeind A
Zauwazmy, ze
Aa < Z ([N,X] - [M>X])
Xe€ind A

dla kazdego ciggu o € F, zatem
max{A, : 0 € F} < oc.
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Ustalmy ciag
c0—-ULWLN-0
taki, ze
A, =max{A, : 7€ F}.
Pokazemy, ze W ~ U & M, co zakonczy dowdd.

Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze f € rads(U, W). Przypusé-
my, ze W £ USM. Wtedy MBU <pom W, wiec istnieje nierozktadalny
sktadnik prosty W’ modulu W taki, ze

W' M e U] < [W W].
Ustalmy modut W” oraz homomorfizmy f’, f”, ¢' i ¢” takie, ze W =
W/ @ WI/
T :

f: [f/ f”} i g= [g/ g//}.

Zauwazmy, ze modut W' jest nie projektywny. Niech
0= W S EZL W -0

bedzie ciagiem Auslandera—Reiten. Poniewaz f' € rada(U, W’), wiec
istnieje cigg homomorfizm h : U — F taki, ze f' = h o a. Wtedy ciag

f// 0
e
o 0-UsTW — W' FE N =0

jest doktadny. Ponadto, ¢/ € F oraz A, = A, + 1, co prowadzi do
sprzecznosci i konczy dowod. U

[g// g/ o ﬁ}

Przedstawimy teraz metode pozwalajaca wyliczy¢ [X, Y] dla modu-
tow nierozktadalnych X 1Y, jesli algebra A jest skonczonego typu repre-
zentacyjnego, na podstawie znajomosci kotczanu Auslandera—Reiten
algebry A.

Dla liczby ¢ € N oraz nierozktadalnych modutéw X i Y definiujemy
liczbe 1;(X,Y) wzorem

L;(X,Y) := dimjrad’y(X,Y) — dimy, rad’{ (X, Y).
Mamy wtedy nastepujace wlasnosci:
(1) Jesli X 1Y sa modulami nierozktadalnymi, to
(X, Y]= ) LXY)
i€[0,4-1-2]
(2) Jesli X 1Y sa modutami nierozktadalnymi, to
l()(X, Y) = 5[X],[Y] i ll(X, Y) = dlmk II'I'(X, Y)

(3) Jesli Y jest nierozkladalnym modutem projektywnym iradY =
@ie[l’k} Z;. dla moduléw nierozkladalnych Z;, ..., Z;, to

La(X,Y)= > L(X, Z)

JE[L,k]
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dla kazdego modutu nierozktadalnego X i kazdej liczby ¢ € N
(4) Jesli Y jest nierozktadalnym modulem nieprojektywnym, ciag
0—-7Y - FE—-Y —0

jest ciggiem Auslandera—Reiten, oraz E = ®ie[1,k} Z dla mo-

dutéw nierozktadalnych 7y, ..., Zi, to
La(X,Y) = > L(X,Z;) = Lia(X,7Y)
JE[L,k]

dla kazdego modutu nierozktadalnego X i kazdej liczby ¢ € N
Na zakonczenie sformutujemy dwa hipotezy:
(1) Jesli M <geg N i modul N jest nierozkladalny, to

(2) Przypu$émy, ze M <geg N 1 [N, N] —[M, M] = 2. Wtedy
#{[W] M <deg 14 <deg N} < 3.

W przypadku obu hipotez algebra A jest skonczonego typu reprezen-
tacyjnego.



