Algebry 1 wielomiany Halla

na podstawie referatu Justyny Kosakowskiej

4 grudnia 2003

Referat zostal opracowany w oparciu o ksiazke 1. G. MacDonalda ,,Sym-
metric functions and Hall polynomials” oraz artykut C. M. Ringela ,Hall
algebras”.

1 Algebry i wielomiany Halla dla pierscieni

Niech R bedzie dziedzing idealéw gléwnych z 1, ktora posiada dokladnie
jeden rézny od 0 ideal pierwszy P. Niech K = R/P. Bedziemy zaktadaé, ze
K jest ciatem skonczonym. Typowym przyktadem jest R = Zp.

Jesli M jest modulem skoriczonym, to M = @._, R/P, gdzie \; >
Ay > -+ > A\ > 0. Mamy zatem bijekcje pomiedzy zbiorem klas izomorfizmu
skonczonych R-modutéw oraz zbiorem podziatéw liczb naturalnych. Podziat
odpowiadajacy modutowi M nazywamy typem modulu M. Zauwazmy, ze
Al =370, A jest dtugoseia {(M) modutu M. Przypomnijmy, ze [ jest funkcja
addytywna. Gdy N jest podmodulem modutu M, to kotypem modutu N w
M nazywamy typ modutu M/N.

Niech A, . ..., u beda podziatami oraz niech M bedzie modulem

77777

takich, ze typem modutu M;_,/M; jest p. W szczegdlnosci G ,(R) jest
liczba podmodutow typu v i kotypu p.
Z addytywnosci funkeji dtugosci wynika nastepujaca prosta obserwacja.

Fakt 1.1. Jedli |A| # |u| + |v], to G, ,(R) = 0.

Niech H = H(R) bedzie wolnym Z-modutem z baza U, gdzie A przebiega
zbiér wszystkich podziatow. W H wprowadzamy mnozenie wzorem

UU, =Y G (R)U.
A



Lemat 1.2. H(R) jest (lgcznym) przemiennym pierscieniem z 1.

Pierscien H(R) nazywamy pierscieniem Halla. Dla dowodu przemiennosci
trzeba rozwazy¢ E = hﬂR/ P" i dualno$¢ — = Homp(—, F). Przemiennosé

jest konsekwencjg izomorfizmu M ~ M.

Twierdzenie 1.3. Dla dowolnych trzech podziatow p, v, A istnieje wielomian
9p, € Z[T| taki, ze
G (R) = g.,(1R/P)).

Wielomiany gﬁ"u nazywamy wielomianami Halla.

Niech R bedzie dowolnym pierscieniem tacznym z 1. Oznaczmy przez fin R
kategorie skonczonych R-modutow.

Niech S bedzie skonczonym prostym R-modutem. Dla M € fin R przez
(dim M) g bedziemy oznaczaé ilosé faktoréw izomorficznych z S w ciagu kom-
pozycyjnym modutu M. Mamy zatem funkcje dim M ze zbioru klas izomor-
fizmu modutéw prostych do Z.

Dla modutéw skonczonych Ny, ..., Ny, M przez FJ]\\f/{,...,Nt oznaczac be-
dziemy ilos¢ filtracji

M=MyD>M 2---2M=0

takich, ze M;_1/M; ~ N;, i =1,...,t. Niech H(R) bedzie wolna grupa abelo-
wa z baza (Uyr) indeksowana klasami izomorfizmu skonczonych R-modultéw.
W H(R) wprowadzamy mnozenie wzorem

UnUny = Y Fat i, Unt.
(]

Twierdzenie 1.4. H(R) jest lgcznym pierscieniem z 1.

Pierscien H(R) nie musi by¢ przemienny. Dla przyktadu rozwazmy R =
[K K], gdzie K jest ciatem skoniczonym. Wtedy Us,Us, = Us,@s, + Up,, za$
Us,Us, = Us @,

2 Algebry i wielomiany Halla dla skonczenie wymiarowych algebr
nad cialem

Niech K bedzie ciatem skonczonym. Wszystkie rozwazane algebry beda skon-
czenie wymiarowymi bazowymi K-algebrami. Dla algebry R przez 'y ozna-
czaé bedziemy kotczan Auslandera—Reiten algebry R. Dla wierzchotka x kot-
czanu I'g przez M(z) = M (R, z) bedziemy oznaczaé¢ odpowiadajacy mu R-
modut. Dla danej funkcji a : (I'g)o — N przez M(a) = M (R, a) oznaczamy
B.e(r, A(0)M ()



Przypomnijmy, ze I'p jest kotczanem z waluacja (dy, dy), gdzie dy(x,y)
jest dtugodcig rad(M (z), M(y))/rad®(M(z), M(y)) jako End(M (y))-modu-
tu, zas d7,(z, y) jest dtugoscia tego samego modutu jako End(M (z))-modutu.
Mamy funkcje e : (I'r)p — N dang wzorem eg(x) = dimg End M( ). Jesli R
jest algebra reprezentacyjnie skierowana, to eg(z)dh(z,y) = di(z,y)er(y).
Niech rg bedzie najwigkszym wspélnym dzielnikiem liczb eg(z), z € (I'g)o.
Liczbe rg nazywamy indeksem symetryzacji.

Dla ustalonego kotczanu I' przez % oznaczaé bedziemy zbior wszystkich
funkcji a : 'y — N. Naszym celem jest udowodnienie nast¢pujacego twier-
dzenia.

Twierdzenie 2.1. Niech I bedzie skierowanym kotczanem Auslandera—Rei-
ten oraz niech a,b,c € A. Istnieje wiclomian ¢, , € Z[T) taki, ze

M(R.b) _ b r
FM(R,C),M(R,Q) = 90c,a(|K| ")

dla dowolnego ciala skoriczonego K oraz dowolnej K-algebry R takiej, Ze
I'=Tk.

W dalszym ciagu I' bedzie ustalonym skierowanym kotczanem Auslande-
ra—Reiten.

Lemat 2.2. Istnieje funkcja h : Ty x I'gc — N taka, Ze
dimg Hom(M (R, x), M (R, z)) = rrhr(z, 2)
dla dowolnych x,y € I'y oraz dowolnej K-algebry R takiej, ze ' =T.
Whiosek 2.3. Istnieje funkcja h : B x B — N taka, Ze
dim Hom(M (R, a), M(R,b)) = rrhr(a,b)
dla dowolnych a,b € A oraz dowolnej K-algebry R takiej, ze 'r =1T.

Dla a,b € # definiujemy wielomian v, ; wzorem 7, ; = MY ¢ 7[T).

Whiosek 2.4. |Hom(M (R, a), M(R,b)| = vap(|K|"™®) dla dowolnych a,b €
P oraz dowolnej K-algebry R takiej, ze ' =T.

Niech & bedzie zbiorem wierzchotkéw projektywnych w I'. Zauwazmy, ze
istnieje naturalna bijekcja pomiedzy zbiorem & oraz zbiorem klas izomor-
fizmu prostych R-modutéw dana wzorem p — top M (R, p). Zatem mozemy
traktowa¢ dim M jako element zbioru Z7 .



Whniosek 2.5. Jesli Ry i Ry sq¢ dwiema K-algebrami takimi, ze I'p, =1 =
FRQ, to
dim M(Rl, CL) = dim M(RQ, CL)

dla dowolnego a € A.

Dowdéd. Jest to konsekwencja réwnosci

_ dimg Hom(M (p), M(a))  hr(p,a)

dim M (a - = .
(@) dimg End M (p) hr(p,p)

O

Dla x € T'y oraz n € N definiujemy wielomian unormowany o, € Z[T]
wzorem oy, = [[121 (74, —7i.). Dla a € # definiujemy o = [[,cr, Qate)e -

I, 255,

Lemat 2.6. Dla dowolnego a € A oraz dowolnej K-algebry R takiej, ze
[r =T mamy | Autg M(R,a)| = a,(|K]|").

3 Problem istnienia wielomianéw Halla

Lemat 3.1. Jesli ¢, ¢ € Z[T] oraz wielomian 1) jest unormowany, to ¢ dzieli
o wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ (q)|¢(q) dla nieskonczenie wielu q € Z.

Na zbiorze Z7 wprowadzamy czeéciowy porzadek wzorem (a;) < (b;)
wtedy i tylko wtedy, gdy a; < b; dla kazdego i. Dla danej funkcji a € £
definiujemy .¥(a) = {c € Z | dim M (c) < dim M(a)}.

Fakt 3.2. Dla dowolnych a,b € B istniejg wielomiany o°,n® € Z[T| takie,
ze

oa(|K|™) = [{N € M(R,b) | N ~ M(R,a)}|,
ma(|K[™) = [{U € M(b) | M(b)/U =~ M(a)}|.
Dowéd. Zauwazmy najpierw, ze jesli dim M(a) £ dim M(b), to mozemy

przyja¢ o° = 0 = nb. Zalézmy zatem, ze dim M (a) < dim M (b). Definiujemy
wielomiany

b a b
Mo = Yap — E Ne OO,
ceS (a)
b b
€0 = VYap — E NeCleT.
ceS (a)



Zauwazmy, ze dla dowolnego ¢ € .#(a) liczba nla.c%(|K|") jest réwna ilo-
sci homomorfizméw f : M(a) — M (b) takich, ze Im f ~ M(c). Poniewaz
homomorfizm M (a) — M (b) jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy
jego obraz nie jest izomorficzny z M(c) dla ¢ € #(a), wiec ul(|K|") jest
liczba monomorfizméw M (a) — M (b). Podobnie €2 (| K|") jest liczba epimor-
fizméw M(a) — M(b). Poniewaz £ 38?‘:; jest liczba catkowity dla kazdego
K i r takiego, ze istnieje K-algebra ‘R 7 indeksem symetryzacji r, wiec z le-
matu 3.1 wynika podzielno$¢ odpowiednich wielomianéw. Okreslamy zatem
ob = b /a, oraz n? = &b /. O

o —

Mozemy przystapi¢ teraz do dowodu twierdzenia 2.1. Zauwazmy naj-
pierw, ze jesli dim M(b) # dim M (a) + dim M(c), to ¢%, = 0. Odtad
bedziemy zatem zaktadaé, ze dim M (b) = dim M (a) + dim M (c).

Gdy ¢ =0, to b = a oraz gpl;a = 1. Jesli ¢ # 0 oraz c nie jest jednorodny,
to mozemy wybra¢ x € I'y minimalny taki, ze c¢(z) # 0. Niech ¢ = nx
oraz ¢ = ¢ — . Wtedy ¢, = >, 0% 0% .. Gdy ¢ jest jednorodny, to
goga =0 -3, 4o gofm. Powyzszy wzor jest poprawny, gdyz poniewaz dla
jezeli d € A jest jednorodny oraz dim M (c) = dim M (d), to ¢ = d.

4 Zwigzki z algebrami Liego

Niech H(R,Z[T]) bedzie wolnym Z[T]-modutem z baza (U,).es oraz mno-
zeniem

UdUs =Y _ 2,0
b

Mozna pokazaé, ze H(R,Z[T]) jest tacznym pierscieniem z 1 zaleznym tylko
od kotczanu Auslandera—Reiten I' algebry R Niech K (mod R) bedzie podgru-
pa w H(R); generowana przez (U,)zer,. Wtedy K(mod R) jest podalgebra
Liego w H(R); oraz H(R); ®7Q jest uniwersalng algebra obejmujaca algebry
K(mod R) ®7 Q. Ponadto, gdy R jest algebra dziedziczna to K (mod R) ®zC
jest izomorficzna z cze$cig dodatnig odpowiedniej potprostej algebry Liego.



