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1.5 Funkcja i twierdzenie Eulera

Definicja
Funkcja Eulera nazywamy funkcje ¢ : Ny — N, zdefiniowang wzorem
o(n) = #U,  (n€Ny),

gdzie
U, :={a€[0,n—1]:gcd(a,n) =1} (n e Ny).

g

Przyktady

(1) (1) =1.

(2) JeslipeP, to p(p)=p—1.
(3) ¢(12) = #{1,5,7,11} = 4.

Grzegorz Bobinski (UMK) Matematyka Dyskretna



Lemat 1.42

JeslipePik € Ny, to

e(p) =P =P T =(p-1) P T =P (1 2).

(138): ged([Tpep PP), TTpep pPP)) = Tpep oM {(P) AP}

Dowéd
(1.34) = [ged(a, pX) #1 < p|a].
Stad

@(p*) = #{a € [0, p* — 1] : ged(a, p¥) = 1}

=#[0,p" — 1] —#{a€[0,p* —1]:p|a} =pF—p1. O
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Lemat 1.43

Niech ny,...,nc € Ny.
Jesli ged(n;, nj) = 1 dla wszystkich i # j, to

@) = @(m) - - p(ng).

(1.21)(1): a,b € Zib #0 = gcd(a, b) = ged(b, amod b).
(1.24): ged(a, bj) = 1 dla kazdego i <= gcd(a, by - - - by) = 1.

-

(1.40): Chinskie twierdzenie o resztach.

e

Dowéd
Niech n:= ny - - - ng.
Definiujemy ¢ : [0,n — 1] — [0, — 1] X - -+ X [0, nx — 1] wzorem
®(x) := (xmod ny, ..., xmod ny) (x € [0,n—1]).
(1.40) = o jest bijekcja.
Jedli x € [0,n — 1], to

x € U, < gcd(x,n) =1 &g ged(x, ni) = 1 dla kazdego i

20 ged(x mod nj, n;) = 1 dla kazdego i <= ®(x) € Uy X ... X Uy,

Zatem ® indukuje bijekcje

Up = Uny X ... XU O

ny -
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Lemat 1.42
JeslipePi k € Ny, to

e(p") =P =PI =(p-1) P TT =P (1-1).

G

Lemat 1.43

Niech ny, ..., nc € Ny.
Jesli ged(ni, nj) = 1 dla wszystkich i # j, to ¢(ny - - - nk) = p(m) - - - p(nk).

G

Whiosek 1.44

Niech P C P,

Wtedy
e(n) = [T - p*@ ) =[T(p—1)-p*@ =n-T] (1 = %)

pEP peEP peP

P|<oo,a:P—Nyin:= Hpeppo‘(").

G

Dowéd
Dla p € P definiujemy n, € N, wzorem n, := p"‘(”).
(1.34) = ged(np, ng) =1dla p # q.

Stad
e(n) = (T m) "2 TT (o).

peP peP
(1.42) = teza. I
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Twierdzenie 1.46 (Euler)

Jeslia,n € Z, n>0iged(a,n) =1, to

a?™ =1 (mod n).

(137)(1): a=p bic=pd = a-c=pb-d
(137)(2): a- c =p b-c = gead(c,n) =1,toa =p b.

'

(1.38)(2): ged(a, n) | b == istnieje x € Z takie, ze a - x =p b.

.

Dowéd
Definiujemy ¢ : U, — U, wzorem
®(b) :=(a-b)modn (b € Uy).
(1.24) 4+ (1.21)(1) == & jest dobrze okreslona.
(1.38)(2) = ® jest ,na".
Poniewaz |U,| = |U,| < oo, wiec ® jest bijekcja.

Stad
37)(1)
I1 6= T] o ) (20 (a-b)=a" . I] »b.
beUp beUp beU, beUp,
(1.24) = ged(Tyey, bin) =1 1=, 2200 O
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Twierdzenie 1.46 (Euler)
Jedlia,n € Z, n>0iged(a,n) =1, to

a?™ =1 (mod n).

Whiosek 1.47 (Mate Twierdzenie Fermata)

JedlipeP,acZipta toa” =1 (mod p).

Dowéd
Natychmiast z (1.46). [J

Whiosek 1.48 J

JeslipePiacZ, toa’ =a (mod p).

Dowéd
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