Zestaw 4

1 Funkcja Eulera

Teoria

Jesli n jest dodatnig liczba catkowita, to przez ¢(n) oznaczamy liczbe ele-
mentow zbioru
{a€]0,n—1]:ged(a,n) =1},

a wiec liczbe reszt z dzielenia przez n, ktore sg wzglednie pierwsze z n. Defi-
niujemy w ten sposéb funkcje p: N, — N, | ktora nazywamy funkcja Eulera.

Dla przyktadu, gdy n = 12, to resztami z dzielenia przez n, ktore sa
wzglednie pierwsze z n, sa

1,5,7,11,

a wiec p(12) = 4. Zauwazmy, ze powyzsze reszty mozna znalezé w nastepu-
jacy sposob: liczbami pierwszymi dzielacymi liczbe 12 sa 2 1 3, a wiec aby
znalez¢ reszty wzglednie pierwsze z 12 trzeba sposréd wszystkich reszt, tj.

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,
usunaé te podzielne przez 2
g? 172737475767778797/}67 11

oraz przez 3
0,1,2,3,4,5,8,7,8,9,10,11,
co daje powyzszg odpowiedz.
Uogdlniajac powyzsza obserwacje, otrzymujemy pierwszy wzér na funkcje
Eulera: jesli py, ..., pm sa wszystkimi parami réznymi liczbami pierwszymi
dzielagcymi liczbe n, to

cp(n)zn-(l—i>---<1—i>. (1.1)

Jesli dodatkowo wiemy, ze

n=pht gty
dla dodatnich liczb catkowitych ki, ..., k,, (oraz parami réznych liczb pierw-
szych p1, ..., Pm), tO

p(n) =Py o1 = 1) - Pl (pm — 1) (1.2)
oraz

p(n) = (" —p" ") (o — o). (1.3)



Przyktad

Dla n = 1800 mamy
600 = 2% .32 . 52,

wiec korzystajac ze wzoru (1.1), otrzymujemy, ze
1 1 1
1800) = 1800(1 - —) (1 - —> (1 - —> — 480.

Podobnie, ze wzoréw (1.2) i (1.3) otrzymujemy, odpowiednio, iz

©(1800) = 2*(2—-1)-3'(3—1)-5' - (5 — 1) = 480

©(1800) = (2 — 22)(3% — 3")(5% — 5') = 480.

Odpowiedzi do Zadania 1

(1) 400.

(2)
(3) 48.
(4) 96.
(5)

N}

5) 720.

2 Roéwnania z funkcjg Eulera
Teoria

Celem tej czesci jest przedstawienie metody rozwigzywania réwnan postaci

p(n) =m

ze znanym m oraz niewiadoma n.
Metoda opiera sie na nastepujacych obserwacjach:

(T1) Ze wzoru (1.2) wynika, ze jesli p jest dzielnikiem pierwszym liczby n,
top — 1] ¢(n). Powyzsza obserwacja pozwala wyznaczy¢ potencjalne
dzielniki pierwsze py, ..., p; liczby n.



(T2)

Poniewaz py, ..., p; sa parami réznymi liczbami pierwszymi, wiec

Pt - o) = o) - (o).

Zatem musimy wyznaczy¢ wszystkie ciagi (ki, .. ., k;) nieujemnych liczb
catkowitych takich, ze

e(pyh) - o(p)') = m.

Kazdemu takiemu ciggowi odpowiada rozwigzanie n = plfl e pfl. Klu-
czowe jest opracowanie metody, ktéra pozwoli znajdowaé takie ciagi
w sposOb efektywny i zarazem gwarantujacy, ze zadne mozliwosci nie
zostang pominiete.

Metoda

Omowimy teraz doktadniej metode bedaca konsekwencja powyzszych obser-

wacji.

(1)

Wyznaczamy wszystkie dzielniki (dodatnie) dy, ..., d, liczby m, a na-
stepnie sposrod liczb dy + 1, ..., d. + 1 wybieramy wszystkie liczby
pierwsze py, ..., p;, przy czym zaktadamy, ze p; > --- > p;. W szcze-
gélnosci, p; = 2.

Tworzymy pomocniczg tabele, ktorej kolumny indeksowane sg liczbami
pierwszymi pq, ..., p;, a wiersze nieujemnymi liczbami catkowitymi.
Na przecigciu kolumny indeksowanej liczba p oraz wiersza k wpisujemy
wartosé funkcji Eulera o(p*). Obliczajac wartosci funkeji o(p*), warto
skorzysta¢ z nastepujacych rekurencyjnych wzorow:

() =1,
e(p')=p—1,
o) =p-o@" "),  gdyk>1 (2.6)

Wypehianie kolumny odpowiadajacej liczbie pierwszej p konczymy,
gdy o(p*) nie jest dzielnikiem liczby m.

Tworzymy drzewo, z ktérego odczytamy ciggi, o ktérych mowa w punk-
cie (T2).

e W korzeniu drzewa (jedynym wierzchotku na poziomie 1) wpisu-
jemy liczbe m.



Przyktad

Jedli na poziomie i (1 < i < [) mamy wierzcholek v z wpisana licz-

ba d, to z wierzchotka v rysujemy krawedzie, ktorych etykietami sg

nieujemne liczby calkowite k takie, ze ¢(p¥) dzieli e (w tym miej-

scu przydaja sie wartosci funkcji Eulera policzone w punkcie (2).

W wierzchotku konczacym rysowana krawedz, ktory znajduje sie
d

na poziomie 7 + 1, wpisujemy liczbe Pk

Jesli v jest wierzchotkiem na poziomie [ z wpisana liczba d, to
mozemy mie¢ do czynienia z jedna z nastepujacych dwoch sytuacji:

— jedli nie istnieje k € N takie, ze ©(2F) = d, to rysujemy kra-
wedz zakonczong wierzchotkiem, w ktérym wpisujemy znak
X

— w przeciwnym wypadku (tzn. gdy d jest potega dwdjki) dla
kazdego k € N takiego, ze p(2%) = d (z wyjatkiem sytuacji,
gdy d = 1, jest doktadnie jedno takie k; gdy d = 1, to mamy
dwie mozliwosci dla k: 0 i 1) rysujemy krawedz z etykiety k
zakonczong wierzchotkiem znajdujacym sie na poziomie [ + 1
z wpisang liczba 1.

Na zakonczenie dla kazdego wierzchotka v z poziomu [ 4 1 z wpi-
sana liczba 1 odezytujemy (od gory) etykiety kq, ..., k; krawedzi
prowadzacych od korzenia do v: kazdy taki ciagg daje nam rozwia-
zanie

k1 ky
pl pl .

Znajdziemy wszystkie dodatnie liczby catkowite n takie, ze p(n) = 18.

(1) Dzielnikami liczby 18 sa

1,2,3,6,9,18.

Po dodaniu do nich 1 otrzymujemy liczby

2,3,4,7,10, 19.

Po usunieciu liczb ztozonych i uporzadkowaniu od najwiekszej do naj-
mniejszej, otrzymujemy liczby pierwsze

19,7,3,2.



(2) Sporzadzimy teraz tabele zawierajaca wartosci funkcji Eulera dla poteg
liczb 19, 7, 3, 2. Kolumny tabeli indeksowane sg liczbami 19, 7, 3 i 2,
a jej wiersze nieujemnymi liczbami catkowitymi.
Zgodnie ze wzorem (2.4) w ,zerowym” wierszu tabeli wpisujemy jedyn-
ki i otrzymujemy nastepujacag postac tabeli:
| 19]7]3]2
off 1]1]1]1

Korzystajac ze wzoru (2.5), w wierszu ,,pierwszym” w kolumnie odpo-
wiadajacej liczbie p wpisujemy liczbe p — 1, co daje nam tabele

|19 7]3]2
O 1 [1][1]1
1][18]62]1

Przy wypelnianiu kolejnych wierszy korzystamy ze wzoru (2.6), co
oznacza, ze wierszu ,k-tym” w kolumnie odpowiadajacej liczbie p wpi-
sujemy wartos$¢ z poprzedniego wiersza z tej samej kolumny pomnozonag
przez p. W szczegolnosci, dodajac wiersz ,drugi”, dostajemy tabele

| 19| 7 [3]2
0 1 [1]1]1
11876 |2]1
2342142762

Zauwazmy jednak, ze 342 i 42 nie sg dzielnikami 18, co zaznaczamy
stawiajac w odpowiednich miejscach krzyzyki:
| 19 7]3]2
Of 1 |1 ]1]1
1] 1816 2|1
2 || 342 | 22| 6 | 2

(w oczywistych przypadkach — jak powyzsze — mozemy stawiaé¢ krzyzyki
bez koniecznosci liczenia odpowiedniej wartosci). Kontynuujac powyz-
sz procedure i pomijajac kolumny, w ktorych postawiliSmy krzyzyki,
otrzymujemy tabele:

|19 7]3]2
of 1 111
1187621
2342 [ 22| 6 |2
3 18| %
4 X




(3) Stworzymy teraz odpowiednie drzewo. Na poczatek tworzymy korzen
zawierajacy liczbe 18, tj. mamy nastepujace drzewo z jednym wierz-
chotkiem:

18

Nastepnie odczytujemy z tabeli sporzadzonej w poprzednim kroku dla
jakich k wartoéé o(19%) dzieli 18 (tj. liczbe w korzeniu). Sa to oczywiscie
k =01k = 1. Bedziemy zatem mieli dwie krawedzie z etykietami 0 i
1 Wychodzz%ce z korzenia, na koncu krawedzi z etykieta 0 wstawiamy
liczbe @(190) = 18, za$ na koncu krawedzi z etykietg 1 wstawiamy liczbe

B8 =1
18
18 1

»(197)

Teraz dla dwoch wierzchotkéw z poziomu 2 rysujemy krawedzie odpo-
wiadajace wyktadnikom k, dla ktorych ¢(7%) dzieli odpowiednig liczbe,
a wiec mamy krawedzie dla k =01 k =1 dla 18 i krawedz dla £ = 0

' N
NN

Powtarzajac powyzsze rozwazania dla liczby pierwszej 3, otrzymujemy

/\
/\ \

18

W ostatnim etapie analizujemy wartosci funkcji Eulera dla poteg liczby
pierwszej 2. W tym wypadku interesuje nas jednak doktadne dopaso-
wanie. Poniewaz 18, 9 i 3 nie sa wartosciami funkcji Eulera dla poteg



dwojki, wiec w tych wypadkach rysujemy krawedz (bez etykiety) zakon-
czong krzyzykiem (x). Z drugiej strony, ¢(28) =1 dlak=0ik =1,
wiec z wierzchotkéw z 1 wychodza po dwie krawedzie z etykietami 0 i

1, odpowiednio:
18
18 1
18 3

1
1
18 9 3 1 3 1
o\ o\
X X X 1 1 X 1 1

Dla wierzchotkéw z najnizszego poziomu z 1 wypisujemy ciagi etykiet
krawedzi prowadzacych z korzenia. Sg to:

(0,0,3,0), (0,0,3,1), (1,0,0,0), (1,0,0,1).
Pamietajac, ze poszczegolne wspodtrzedne odpowiadajac liczbom pierw-
szym 19, 7, 3 i 2, odpowiednio, otrzymujemy liczby
19°.70.33.20 =27 19°.70.3%. 21 =54,
190 7°.3%.20 =19, 19" 7°.3%. 2" = 38.

2.1 Dodatkowy przyktad drzewa

Dla m = 4 odpowiednie drzewo ma postac:

N\

4 1
yl 0
4 2 1
3 2 y1
1 1 1

Zatem p(n) =4 dla

n e {5.30.2% 5°.31.22 51.30.20 51.30. 21},

7



Odpowiedzi do Zadania 2
(1) ne @.
(2) n € {15,16,20,24,30}.
(3) n € {13,21,26,28,36,42}.



