Zadanie 1(a)

a b r q k i

1 0
21 55 21 0 0 1
55 21 13 2 1 0
21 13 8 1 2 1
13 8 5 1 3 -1
8 5 3 1 5 2
5 3 2 1 8 3
3 2 1 1 213 5
2 1 0 2
1 0

NWD(21,55) =1 =21-21+ (—8) - 55.
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Zadanie 1(b)

a b r q k i
1 0
15 303 15 0 0 1
303 15 3 20 1 0
15 3 0 5 20
3 0

NWD(15,303) = 3 = (—20) - 15 + 1 - 303.
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Zadanie 1(c)

a b r q k i
1 0

303 159 144 1 0 1
159 144 15 1 1 -1
144 15 9 9 -1 2
15 9 6 1 10 -19
9 6 3 1 -11 21
3 0 2 _40

3 0

NWD(303, 159) = 3 = 21 - 303 + (—40) - 159.
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Zadanie 1(d)

a b r q k !
1 0
77 371 77 0 0 1
371 77 63 4 1 0
77 63 14 1 4 1
63 14 4 5 1
14 7 0 2 24
7

NWD(77,371) = 7 = (—24) - 77 + 5 - 371.
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Zadanie 1(e)

a b r q k !
1 0
183 305 183 0 0 1
305 183 122 1 1 0
183 122 61 1 1 1
122 61 0 2
61 0

NWD(183,305) = 61 = 2 - 183 + (—1) - 305.
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Zadanie

Udowodnié, ze jedli a, b i c s3 liczbami catkowitymi takimi, ze b | a — ¢, to ged(a, b) = ged(b, c).

Rozwigzanie
Wystarczy pokazaé, ze d | a, b wtedy i tylko wtedy, gdy d | b, c.
Przez symetrie wystarczy pokazaé, ze jesli d | a, b, to d | c.
Poniewaz d | b, wiec z przechodniosci relacji podzielnosci d | a — c.
Stad d | a — (a — ¢) = ¢ (na mocy faktéw 1.7 i 1.8 z wyktadu). [J
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Zadanie

Udowodni¢, ze ged(m - a, m - b) = m - ged(a, b) dla dowolnej liczby naturalnej m oraz dowolnych
liczb catkowitych a i b.

Rozwigzanie

Jedli m = 0, to teza jest oczywista, wiec zaktadamy, ze m > 0.

Niech d := gcd(a, b) i d’ := ged(m - a, m - b).

Poniewaz m - d,d’ > 0, wiec wystarczy pokazaé, ze m-d | d" id' | m-d.

Poniewaz d | a, b, wigc m-d | m-a, m- b, zatem m-d | gcd(m - a, m - b) = d’ z definicji
najwigkszego wspdlnego dzielnika.

Z drugiej strony, m | m - a, m - b, wigc podobnie jak wczeéniej m | d’, a wiec d’ = m-d”.
Wtedy m-d” | m-a, m- b, wiec d’’ | a, b (gdyz m # 0).

Stad d”’ | ged(a, b) = d, wiegcd’ =m-d"” | m-d. O
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