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2.2 Dziedziny z jednoznacznoscia rozktadu

Zatozenie

Przez caty podrozdziat R jest dziedzing catkowitosci.

|

Definicja

A\ |

Méwimy, ze r € R dzieli s € R (piszemy r | s), jedli istnieje t € R taki, ze s =t - r.

Uwaga

|

Relacja | jest zwrotna i przechodnia.

Definicja

Méwimy, ze r,s € R s stowarzyszone (piszemy r & s), jesli r | sis | r.

A\ |

Przypomnienie

Przypomnijmy, ze r € R nazywamy odwracalnym (piszemy r € R*), jeéli istnieje s € R taki, ze
r-s=1.

.

Przyktady

(1) z* ={1,-1}.
(2) (RIX])* = R*. (R dziedzina)

-
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Stwierdzenie 2.9

(1) rls < (s) C(r) <= se(r).

2 res <= (r)=(9).

(3) r jest elementem odwracalnym <= r | 1.

(4) r jest elementem odwracalnym <= Vscgr r | s.
(5) r jest elementem odwracalnym <= (r) = R.
(6) = jest relacja réwnowaznosci.

(7) r~s <= istnieje u € R* takie,ze r = u-s.

4

(23): (a) = {t-a:t € R} J

(1): r|s Lt istnieje t € R takie, ze s =t - r £3 se(r) &L (s) C (n).

cras L rsis|r & (N C () i) S () = () =1(s).

)

(6): Natychmiast z (2).
)
)

(3): r jest odwracalny Ly istnieje s € R taki, zes-r=1 &, | 1.
(4): <: Natychmiast z (3).

G) 1ls
= r jest odwracalny = r |1 = r|s.

(5): r jest odwracalny <:> r|1 é (rN21)=R < (r)=R.
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(7) r~s <= istnieje u € R* takie, ze r = u-s.

Stwierdzenie 2.9 J

Dowéd
=i ras 2 rlsis|r Loty istnieja u,v € R takie, ze r=u-sis=v.r.
1°. s =0.
Wtedy
r=u-s=u-0=0=1-0=1"s.
2°. s #0.
Mamy s = (v - u) - s.

(24) = v.u=1 2L e Rr*

«: Zatézmy, ze r = u-sdlau € R*.
Wtedy oczywiscie s | r.
u e RX g istnieje v € R taki, ze v - u = 1.
Wtedy
s=1l-s=v-u-s=v-r,

wiec r | s. [
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r € R nazywamy nierozktadalnym, jesli
e r#0,
e r¢gR™,

@s|r = s~rlubseR*. y

Stwierdzenie 2.10

(1) r € R jest nierozktadalny wtedy i tylko wtedy, gdy (r) jest niezerowym maksymalnym
ideatem gtéwnym, tzn.

o r#0;
o (r#R;
o (r) C(s) = (s)=(r)lub (s) = R.

(2) Element stowarzyszony z elementem nierozktadalnym jest nierozktadalny.

.

Dowéd

Na mocy 2.9(5): (r) # R < r & R*.
Ponadto na mocy 2.9(1,2,5) zdania:

s|r = s=~rlubseR”

(NC(s) = ()= () lub (s) = R.

s3 réwnowazne. []
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R nazywamy dziedzina z rozktadem, jeéli dla kazdego r € R \ ({0} U R*) istnieja elementy
nierozktadalne nri, ..., r, € R takie, ze

r=mn---m.

R nazywamy dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu (UFD), jesli R jest dziedzing z rozktadem i dla
dowolnych nierozktadalnych ry, ..., r,, s1,...,5,m € R takich, ze

.

Moy =51 Sm,

mamy n = m oraz istnieje o € S, taka, ze r; & s,(;) dla kazdego i.

Przyktady

(1) Pierscien Z jest UFD.
(2) Niech R := {a+ b1v/3:a,bc Z}.
Wtedy R < C.

.

Ponadto R jest dziedzing z rozktadem, ktéra nie jest UFD.

Istotnie, 2 i 1 & 21/3 sa elementami nierozktadalnymi oraz 2 - 2 = (1 +2v/3) - (1 — 2v/3), ale
21+ 1V3.

.

Grzegorz Bobifiski (UMK) Algebra |



r € R nazywamy pierwszym, jesli
@ r#0,
e rgR™,

@ r|si s, = r|s lubr|s. )

Stwierdzenie 2.11

(1) r € R jest pierwszy <= r # 0 (r) jest pierwszy.

(2) Element stowarzyszony z elementem pierwszym jest pierwszy.

.

Przypomnienie

(def): I < R jest pierwszy : <<= | # Ri(s; -sp € | = s € I lubsy € /).

Dowéd

Z 2.9(1) zdania
rlsi-s, = rlsilubr|s

st €(r) = s1 € (r) lubsy €(r)

sa réwnowazne. [
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Twierdzenie 2.12 J

Dziedzina z rozktadem jest UFD <= kazdy element nierozktadalny jest pierwszy.

Dowéd
=: Zatézmy, ze R jest UFD.
Ustalmy element nierozktadalny r € R.
Przypusémy, ze r | s1 - s, dla s, € R.
10. S = 0.
Witedy r | s1.
2°. s = 0 — analogicznie.
3°. s € R*.
Wtedy r | s1 - s» & s, wiec r | sp.

4°, s, € R* — analogicznie.
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Twierdzenie 2.12

Dziedzina z rozktadem jest UFD <= kazdy element nierozktadalny jest pierwszy. J

Dowéd (c.d.)
=:r|s - sdas;,s €R.
5°. s1,9 & {0} UR*.

Istnieja elementy nierozktadalne g1, ..., gm takie, ze
st=qi- o q i S2=q1qm, 0 < < m.
Wiemy, ze istnieje t € R taki, ze r - t = 51 - sp.
5.0. t=0.
Niemozliwe, bo wtedy 0 = r - t = 51 - s # 0.
5.1. t € R*.

r-t®~r = r-t jest nierozktadalny.
To jest niemozliwe, gdyz
(r‘t):ql"'qm>
m > 2i R jest UFD
52.t¢ {0} UR*.
Istniejg elementy nierozktadalne py, ..., p, takie, ze

t=p1--:pn.
Wtedy
repre- Pn=qi-- qm.
R jest UDF = istnieje /i takie, ze r = g;.

Jesli i < I, to r | s1, w przeciwnym wypadku r | s,.
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Twierdzenie 2.12

Dziedzina z rozktadem jest UFD <= kazdy element nierozktadalny jest pierwszy. J

Dowéd (c.d.)

<=: Zatézmy, ze kazdy element nierozktadalny w R jest pierwszy.

Pokazemy przez indukcje na min{m, n}, ze jesli r, ..., ry, s1, ..., Sm sa nierozkfadalne i
r:--th &S Sm,

to n = m oraz istnieje permutacja o zbioru {1, ..., n} taka, ze r; X s,(;) dla kazdego

i=1,...,n

Bez straty ogélnosci min{m, n} = n.

0°. n=0.

Wtedy r -+ r, = 1.

Gdyby m > 0, to s; bytby odwracalny, sprzecznos¢.

1°. n> 0. Wtedy m > n > 0.

Zauwazmy, ze r, | Sy Sm.

Poniewaz element r, jest pierwszy, zatem istnieje j € {1, ..., m} takie, ze r, | s;.
Bez straty ogdlnosci mozemy zatozyé, ze j = m.

Poniewaz r, & R* i s, jest nierozktadalny, wiec r, & sp,.
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Dziedzina z rozktadem jest UFD <= kazdy element nierozktadalny jest pierwszy.

Twierdzenie 2.12 J

Dowéd (c.d.)
<: Zatézmy, ze kazdy element nierozktadalny w R jest pierwszy.
Pokazemy przez indukcje na min{m, n}, ze jesli r, ..., ry, s1, ..., Sm sa nierozkfadalne i
r---th &Sy Sm,
to n = m oraz istnieje permutacja o zbioru {1, ..., n} taka, ze r; = s,(;) dla kazdego
i=1,...,n

1°. n > 0. Wiemy, ze m > 0i r, &~ sp.
Istnieja u, v € R™ takie, ze sy =u -1, i

M fp1-Fy =S ""Sm—1"Sm- V.

Wtedy
n--rh—-1"rr=8581"""Spn—1"rh-u-v.
wiec
Moee fpe1 =S " Sp_1"U"V,
zatem
rn---rh—1~ S Sn-1.

Z zatozenia indukcyjnego n — 1 = m — 1 oraz istnieje permutacja o zbioru {1, ..., m — 1} taka,
ze rj & sy(j) dla kazdego i =1,...,n— 1. [
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Stwierdzenie 2.13

(1) Kazdy element pierwszy jest nierozktadalny.

(2) Jesli R jest PID, to kazdy element nierozktadalny jest pierwszy.

(2.7): Kazdy ideat maksymalny jest pierwszy.

Dowéd

2.10
(2): r jest nierozktadalny (<1:)(>1) (r) jest niezerowy maksymalny gtéwny P (r) jest niezerowy

2, 211)(1
maksymalny L—Q (r) jest niezerowy pierwszy (<:)g) r jest pierwszy.

(1): Ustalmy r € R pierwszy.

Zatézmy, ze s | r.

Witedy r = s - t dla pewnego t € R (zauwazmy, ze t # 0, gdyz r # 0).
W szczegéblnosci r | s - t.

Stad r | slub r | t.

1°.r|s
Wtedy r = s.
2° r |t

Wtedy r =~ t, wiec r = u - t dla pewnego u € R*.
Wtedy s-t=u-t, wieccs=ue R*. O
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Lemat 2.14

Niech R bedzie PID.
Jesli ro, r1, ...sa elementami R takimi, ze ri11 | r; dla kazdego i € N, to istnieje n € N takie, ze
riq1 =~ r; dla kazdego i > n.

Dowéd
Dla kazdego i € N niech [; := (r;).
Wtedy [; C liy1.
Niech | := UieN I;.
Witedy I < R. (1)
Istnieje r € R taki, ze | = (r).
Istnieje n € N takie, ze r € I,.
Wtedy dla i > n otrzymujemy, ze r € [;, wigc
I=(r)ChClitCH,

skad l; = liy1, a wiec r; = ripq. O
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Kazda PID jest dziedzing z rozktadem.

Stwierdzenie 2.15 J

Lemat 2.14

Niech R bedzie PID.
Jesli ro, r1, ...sa elementami R takimi, ze ri11 | r; dla kazdego i € N, to istnieje n € N takie, ze
riy1 =~ r; dla kazdego i > n.

Dowéd

Niech R bedzie PID.
Niech X bedzie zbiorem tych r € R, ze

@ r#0,

e rgR™,

@ nie istnieja elementy nierozktadalne ry, ..., r, takie, ze r = - - - rp.
Musimy pokazaé, ze X = .
Pokazemy za chwile, ze istnieje 7: X — X taka, ze 7(r) | r i 7(r) % r dla kazdego r € X.
Zatézmy, ze X # & i wybierzmy rp € X.
Definiujemy ri, rz, ..., wzorem

r= ‘r'.(ro) (i € Ny).

Witedy riy1 | ri oraz rip1 % r; dla kazdego i € N, co jest sprzeczne z (2.14).
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Stwierdzenie 2.15 J

Kazda PID jest dziedzing z rozktadem.

Dowéd (c.d.)
Niech X jest zbiorem tych r € R, ze

e r#0,

o r¢Z R™,

@ nie istnieja elementy nierozktadalne ri, ..., r, takie, ze r = ry - - - 1.
Pokazemy, ze istnieje 7: X — X taka, ze 7(r) | r i 7(r) % r dla kazdego r € X.
Ustalmy r € X.

Wtedy r # 0, r nie jest odwracalny i r nie jest nierozktadalny.
Wtedy istnieje s € R takie, ze s % r,s @ R* is|r.
Z definicji istnieje t € R taki, ze r = s - t.
Wtedy
° s#0#t (gdyz r#0),
0 s ¢ R* (z zatozenia) i t € R™ (gdyz s % r),
Poniewaz r € X, wiecs € X lub t € X.
Ponadto
@s|rit|r(gdyzr=s-t),
0 s % r (z zatozenia) i t % r (gdyz s € R™).

Jedli s € X, to 7(r) := s, w przeciwnym wypadku 7(r) := t. OJ
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Twierdzenie 2.12

Dziedzina z rozktadem jest UFD <= kazdy element nierozktadalny jest pierwszy.

Stwierdzenie 2.15

Jesdli R jest PID, to R jest dziedzing z rozktadem.

Stwierdzenie 2.13

(2) Jesli R jest PID, to kazdy element nierozktadalny jest pierwszy.

Whiosek 2.16
PID — UFD. [
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