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2 Teoria podzielnosci w pierécieniach

W tym rozdziale badamy pierscienie. J

2.1 Ideaty

Jedli [; AR, j € J to e, i AR J

Dowéd

Cwiczenie. [

Stwierdzenie 2.2/Definicja/Oznaczenie

Jedli X C R, to istnieje najmniejszy ideat pierscienia R zawierajacy zbiér X.
Ten ideat nazywamy ideatem generowanym przez zbiér X oraz oznaczamy (X).

Dowéd

Cwiczenie. [

Oznaczenie

(rn,..yrm)={rn,...,m}). J
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Stwierdzenie 2.3

Jeslin,...,m €R, to

(n,...,m)={st-n+---+sy-rpisi,...,sp € R}.

W szczegdlnosci,
(r)={s-r:seR}.

Dowéd

Cwiczenie. [

Ideat | < R nazywamy gtéwnym, jesli istnieje r € R taki, ze | = (r).

Pierscien, w ktérym kazdy ideat jest gtéwny, nazywamy pierscieniem ideatéw gtéwnych. y

Pierscien R nazywamy dziedzina (catkowitosci), jesli 0 # 1 oraz z réwnosci r - s = 0 wynika, ze
r=0Iubs=0.

Pierscien ideatéw gtéwnych, ktéry jest dziedzing catkowitosci, nazywamy dziedzing ideatéw
gtéwnych (PID).

e
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Przyktady

0) Kazde ciato jest dziedzina.
1) Z jest dziedzina.

(
(
(2) R[X] jest dziedzing <= R jest dziedzina.
(3) Zn jest dziedzing <= n € P.

(

4) Jesdli |[R| < oo, to R jest dziedzing wtedy i tylko wtedy, gdy R jest ciatem.

Jesdli R jest dziedzing, r,si,sp € Rorazr #0ir-s; =r-s, tos; = s.

Stwierdzenie 2.4 J

Dowéd

Mamy
rss=r-s = r-(s1s—5)=0 = s55—5=0 = s;=s5. O
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Ideat | < R nazywamy pierwszym, jesli | # R oraz z warunku r - s € | wynika, ze r € [ lub s € I.J

Stwierdzenie 2.5

Ideat | < R jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy R// jest dziedzing. J

Dowéd
Mamy
Or/i =1gy <= [0l~, =[l]~, <= 0~ 1 <= 1€[0]o, =0+1=1
<~ (1)C/ <= ID2{r-1:reR}=R < I =R.
Ponadto
(r+1)-(s+1)=0+1 <= r-s+1=0+1 <= r-scl.
Podobnie

r+1=0+1 < rel i s+1=0+1 < secl.
Zatem zdania

(r+1)-(s+1)=0+1 = r+1=0+/lubs+1=0+1

r-sel = rellubsel
s3 réwnowazne. [
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Ideat | pierscienia R nazywamy maksymalnym, jedli | # R i z inkluzji I C J, gdzie J < R, wynika, J

ze J=1lub J=R.

Stwierdzenie 2.6

Ideat | < R jest maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy R// jest ciatem. J

Dowéd
=: Zatézmy, ze | jest maksymalny.
Ustalmy r € R taki, ze r+1 # 0+ /.
Wtedy r & 1.
Niech J := 1+ (r).
Wtedy J I R(!), I CJiJ#I(boreJ\I).

Stad J = R.
W szczegdlnosci istnieja t € | oraz s € R takie, ze t +s-r = 1.
Wtedy

(s+0)-(r+H)=1+1.
<«=: Zatézmy, ze R/| jest ciatem.
Ustalmy J < R taki, ze | C JiJ # 1.
Wybierzmy r € J\ I.
Witedy istnieje s € R taki, zes-r+ /1 =1+ 1.
Zatem 1 =s-r+ t dlapewnegot €/, wiecl € J, gdyzre Jil C J.
Stad wynika, ze 1 € J, wiec J = R. I
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Stwierdzenie 2.5

Ideat | < R jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy R// jest dziedzing.

Stwierdzenie 2.6

Ideat | < R jest maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy R// jest ciatem.

Przyktad

Jedli n € Ny, to nZ jest maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy n € P, i wtedy i tylko wtedy, gdy
nZ jest pierwszy.

Whiosek 2.7

Kazdy ideat maksymalny jest pierwszy. [
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Twierdzenie 2.8 (Chinskie Twierdzenie o Resztach)

Niech I, ..., I, <R.
Zatézmy, ze
V,‘#j l; + Ij =R.
Witedy funkcja R/(hN...N 1) = R/kL X --- X R/I, dana wzorem
r+hn...0lh—=(r+h,...,r+1) (reRr),

Jjest izomorfizmem pierscieni.

y

Przyktad
Niech R = Z oraz Iy := myZ, my >0, k=1,...,n.
Wtedy

I + /J =R <— NWD(m,-, mj) =1,
Ponadto,

hn...nl,= (NWW(ml,. 5 .,mn)).
Zauwazmy, ze przy zatozeniu NWD(m;, m;) = 1 dla wszystkich i # j,

NWW(my, ..., my) = my-- - mp.
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Twierdzenie 2.8 (Chiriskie Twierdzenie o Resztach)

Jesdli Viyj Ij + [; = R, to funkcja R/(hN...N 1) = R/h X --- X R/I, dana wzorem
r+hn...0lh—(r+h,....r+1) (reRr),

jest izomorfizmem pierscieni.

Przypomnienie — | Twierdzenie o Izomorfizmie

R/ Ker ¢ =~ Im ¢.

S

Dowéd
Definiujemy homomorfizm ¢: R — R/h X - -+ X R/I, wzorem
e(r)=(r+h,...,r+1) (reR).
Wtedy Kero = hn...N 1,
Wobec | Twierdzenia o lzomorfizmie wystarczy pokazaé, ze ¢ jest epimorfizmem.

Ustalmy elementy to,...,t, € h oraz s, € b, ..., s, € I, takie, ze
bt+s=--=t+s =1
Jeslieg ;=55 -5, tO
ee+h=1+h,es+hb=0+h,...,e0+ 1, =0+ 1I,.
Podobnie pokazujemy, ze istnieja ey, ..., e, € R takie, ze

e+ li=1+1, e+ =0+1,j#i
Zatézmy, ze ri, ..., rm € R.
Wtedy
pn-eo+-Frm-e)=(n+h,....m+1).
Stad ¢ jest epimorfizmem, co koriczy dowéd. [J
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