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1.6 Twierdzenia o izomorfizmie

Uwaga

Jesli NG, HS GiNCH, toN<JH.
Ponadto, w powyzszej sytuacji H/N < G/N.
Jedli (dodatkowo) H < G, to H/N < G/N.
Analogicznie, jesli I,J I R, I C J, to J/I I R/I.
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Lemat 1.33

Niech ¢: X — Y bedzie homomorfizmem grup/pierscieni.
Jedli N < X jest taki, ze N C Ker ¢, to istnieje jedyny homomorfizm ¢’ : X/N — Y taki, ze
@ = ¢’ om, gdzie m: X — X/N jest naturalnym rzutowaniem.

Homomorfizm ¢’ dany jest wzorem
¢ ((K~y) = o) (x€X).

Ponadto

Ker o' = (Ker @)/N i Imy’ = Ime.

Dowéd
Udowodnimy lemat w wersji dla grup.
Pokazemy, ze o’ jest poprawnie okreslona.
Przypuscmy, ze [x]~, = [y]~, dla x, ¥y € X.
Wiedy x 1 -y € N C Ker ¢, skad

Py) = elx-x"y) = (x) - p(x T y) = p(x) - 1= p(x).
Latwo widaé, ze ¢’ jest istotnie homomorfizmem, ¢ = ¢’ o 7 oraz Im ¢’ = Im ¢.
Ponadto,

ap'([X]NN) =1 <= p(x)=1 <= x € Keryp,

zatem Ker ¢’ = (Ker ¢)/N.
Aby pokazaé jedynos¢ ¢’, przypusémy, ze ¢p: X/N — Y jest homomorfizmem takim, ze
p=1vom.
Wtedy dla x € X mamy

P([xlny) = P(m(x) = o(x) = @' (X]~y). O
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Niech ¢: X — Y bedzie homomorfizmem grup/pierscieni.

Jedli N < X jest taki, ze N C Ker ¢, to istnieje jedyny homomorfizm ¢’ : X/N — Y taki, ze
@ = om, gdzie m: X — X/N jest naturalnym rzutowaniem.

Homomorfizm ¢’ dany jest wzorem

¢'(Mep) = 0(x)  (x € X).

Ponadto
Kero' = (Kerg)/N i Im e’ = Im .

G

Twierdzenie 1.34 (I Twierdzenie o lzomorfizmie)

Jesli ¢: X — Y jest homomorfizmem grup/pierscieni, to funkcja

¥ X/ Kero = Imo, [y, , = @(x),

jest izomorfizmem.

(1.12)(3): @: X — Y jest izomorfizmem <= |Kerp| =1ilme =Y.

.

-

Dowéd

(1.33) Ny ' jest homomorfizmem takim, ze Ker o’ = Ker ¢/ Ker ¢ oraz Im ¢’ = Im ¢.

(1.12)(3) = o := ¢|™® jest izomorfizmem. [

Grzegorz Bobifiski (UMK) Algebra |



Twierdzenie 1.34 (I Twierdzenie o Izomorfizmie)

Jesli ¢: X — Y jest homomorfizmem grup/pierscieni, to funkcja
$: X/ Kerg = Im g, [y, , = 0(x),

jest izomorfizmem.

Przyktady

(1) Jeslin € Ny, to
Z — Zpn, k — kmodn,

indukuje jest izomorfizm Z/nZ ~ Z, (grup i pierscieni).
(2) Funkcja
R — T, x +— cos(2mx) + isin(2mx),
indukuje izomorfizm R/Z ~ T.
(3) Jesli F jest ciatem, to funkcja
GL,(F) = F*, A+ detA,

indukuje izomorfizm GL,(F)/SL,(F) ~ F*.
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Lemat 1.33

Niech ¢: X — Y bedzie homomorfizmem grup/pierscieni.
Jedli N < X jest taki, ze N C Ker ¢, to istnieje jedyny homomorfizm ¢’ : X/N — Y taki, ze
» = ¢ om, gdzie m: X — X/N jest naturalnym rzutowaniem.
Ponadto
Ker ¢’ = (Ker p)/N i Im e’ = Im .

Twierdzenie 1.34 (I Twierdzenie o Izomorfizmie)

Jesli ¢: X — Y jest homomorfizmem grup/pierscieni, to

X/ Kerp >~ Im .

-

Twierdzenie 1.35 (11l Twierdzenie o Izomorfizmie)

Jedli M,N<IX i N C M, to

(X/N)/(M/N) ~ X /M.

Dowéd
Niech 7w: X — X /M bedzie naturalnym rzutowaniem.
Wtedy Imm = X /M oraz Ker m = M.
(1.33) = istnieje homomorfizm 7' : X /N — X /M taki, ze Ker 7/ = M/N i lm7’' = X/M.
(1.34) = teza. O
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Twierdzenie 1.35 (I1l Twierdzenie o Izomorfizmie)

Jedli M,N<IX i N C M, to

(X/N)/(M/N) ~ X/M.

Przyktad

Niech m,n € N_.
Wtedy

Zmn /{0, m,2m, ..., (n—1)m} ~ (Z/mnZ)/(mZ/mnZ) ~ Z/mZ ~ Zp,.

A wiec na przyktad

Z6/40,3} ~ Zs.
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Oznaczenie

Jedli X, Y C G, to

XY ={x-y:xeXiyeY}

Uwaga
Jesli X C Gi NG, to XN = NX.

Dowéd
Przez symetrie pokazemy tylko, ze XN C NX.
Niech x € X in € N.
Wtedy xnx~! € N (bo N < G), wigc x - n = (xnx~') - x € NX. O

Lemat 1.36
Jesli HS GiN<G,to HNN < Horaz HN < G.

Przypomnienie

(9 K<L == K# B ik ky ' €K dlawszystkich kp, ky € K.

Szkic dowodu
Jeslih€e Hin€ HN N, to hnh™ € H (bo H < G) i hnh™ € N (bo N < G).
Jesli hy, h, € Hiny,np €N, to

(him) - (ham2) ™t = hymny *hyt = byt - hp(mny )Ryt € HN. O
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Twierdzenie 1.37 (Il Twierdzenie o Izomorfizmie — wersja dla grup)

Jdli H< GiN<G,to

(HN/N) ~ (H/H N N).

Twierdzenie 1.34 (I Twierdzenie o Izomorfizmie)

Jesli ¢: X — Y jest homomorfizmem grup/pierscieni, to

X/ Kerp >~ Imp.

Dowéd
Definiujemy ¢: H — G/N, ¢(h) := hN, h € H.
Wtedy Kerp = HN N.
Ponadto Im ¢ = HN/N.
Istotnie, inkluzja Im ¢ C HN/N jest oczywista.
Z drugiej strony, jeslih € Hin e N, to
(h-n)N = hN = @(h).
Zatem teza wynika z (1.34). O
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Twierdzenie 1.37 (Il Twierdzenie o Izomorfizmie — wersja dla grup)

JdliH< GiN<G,to
(HN/N) ~ (H/H N N).

Twierdzenie 1.38 (Il Twierdzenie o Izomorfizmie — wersja dla pierscieni)

Jedli S<RilI<R, to
(S+1)/1~S/SNI).

Dowéd

Cwiczenie. [

Odpowiednikiem |l Twierdzenia o Izomorfizmie dla skoficzenie wymiarowych przestrzeni liniowych
jest wzér

dim(U + W) = dim U + dim W — dim(U N W).
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Twierdzenie 1.37 (Il Twierdzenie o Izomorfizmie — wersja dla grup)

Jefi H< GiN<G, to

(HN/N) ~ (H/H N N).

Przyktad

Grupe G nazywamy rozwiazalna, jesli istnieje ciag

{1}=H, CH C...CH, =G

M

podgrup grupy G taki, ze dla kazdego i =1,...,n
H;_1 < H; oraz H;/H;_1 jest abelowa.

Pokazemy, ze jedli G jest rozwigzalna i H < G, to H jest rozwiazalna.

Istotnie, definiujemy
H! := H; N H, (i=1,...,n).

Wtedy oczywiscie
{1} =H;CH C...CH,=H.
Ponadto
H_,=H_1inH,

wiec H_; < H/ oraz
Hi/Hi_y = H{ /(H N Hi—1) =~ (H{Hi—1)/Hi—1 < H;/Hj-1,

zatem H;/H!_, jest grupa abelowa.

e

Grzegorz Bobifiski (UMK) Algebra |



