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Wst¦p
Przedstawiona rozprawa dotyczy zarówno pewnych ogólnych zagadnie«spektralnych teorii ergodycznej (rozdziaªy 2 i 6), jak i dokªadnej analizyspektralnej wybranej klasy przykªadów (rozdziaªy 3 i 4 oraz dodatek i, wmniejszym stopniu, rozdziaª 5).Klasy�kacja spektralna reprezentacji unitarnych przeliczalnej, dyskretnejgrupy abelowej G (w przypadku G = Z, operatorów unitarnych) o±rodkowejprzestrzeni Hilberta jest dobrze znana i sprowadza si¦ do wyliczenia dwóchniezmienników: maksymalnego typu spektralnego �, tzn. pewnej sko«czonejmiary borelowskiej na grupie dualnej bG (w przypadku G = Z, na okr¦gujednostkowym T) oraz funkcji borelowskiej

M : bG! f1; 2; :::;1g
okre±lonej �{prawie wsz¦dzie, tzw. funkcji krotno±ci spektralnej (w przypad-ku G = Z, M jest okre±lona na T). Maj¡c zadane mierzalne i zachowuj¡cemiar¦ dziaªanie (T g)g2G grupy G na przestrzeni probabilistycznej (X;B; �),przechodzi si¦ do jej reprezentacji Koopmana

G 3 g 7�! UTg : L20(X;B; �)! L20(X;B; �)danej wzorem UTg f(x) = f(T gx);gdzie L20(X;B; �) oznacza podprzestrze« przestrzeni L2(X;B; �) funkcji ocaªce zero. Wówczas zagadnienie unitarnej klasy�kacji reprezentacji Koop-mana sprowadza si¦ do odpowiedzi na pytanie, jakie pary (�;M) pochodz¡od dziaªa« ergodycznych. Ten klasyczny problem teorii ergodycznej pozo-staje ci¡gle otwarty. Jego najbardziej znanym przypadkiem szczególnym jesttzw. problem Banacha: czy para (�; 1) ma realizacj¦ ergodyczn¡, gdzie � jestmiar¡ Haara grupy bG (historycznie problem Banacha zostaª sformuªowanydla dziaªania grupy Z).W sªabszej wersji problem Banacha pojawiª si¦ w pracy H. Helsona iW. Parry'ego [23] w 1978 roku jako pytanie, czy mo»liwa jest sko«czonakrotno±¢ skªadowej Lebesgue'a. Ta sªabsza wersja problemu Banacha docze-kaªa si¦ cz¦±ciowej odpowiedzi pozytywnej dla dziaªania grupy Z w pracachJ. Mathewiego, M.G. Nadkarniego [42], O.N. Agiejewa [1] i M. Lema«czy-ka [37], gdzie podano konstrukcje, w których skªadowa Lebesgue'a przyjmuje
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dowoln¡ krotno±¢ parzyst¡. Wynik ten zostaª niedawno uogólniony przez I.Filipowicz [8] na dziaªanie grupy G = Zd, d  2. Dodajmy, »e M. Guenais,w pracy [20] z 1997 roku, podaje przykªad grupy torsyjnej oraz jej dziaªaniaergodycznego, którego skªadowa Haara ma krotno±¢ 1.Inn¡ osªabion¡ wersj¦ problemu klasy�kacji spektralnej jest pytanie omo»liwy zbiór istotnych warto±ci funkcji M . Ten problem zostaª w du»ejmierze rozwi¡zany w pracy Jakuba Kwiatkowskiego i M. Lema«czyka [36] z1993 roku, gdzie dla zadanego podzbioru
A � N [ f+1g; 1 2 Askonstruowano automor�zm ergodyczny (sªabo mieszaj¡cy), dla którego zbióristotnych warto±ci funkcji M jest równy A (praca [36] byªa poprzedzona se-ri¡ prac E.A. Robinsona [48, 49] oraz prac¡ G.R. Goodsona, Jana Kwiat-kowskiego, M. Lema«czyka i P. Liardeta [17], w których rozwa»ano mniejogólne zbiory). Wynik z pracy [36] zostaª uogólniony przez I. Filipowicz [8]na dziaªania grupy Zd, d  2.Rozdziaª 2 prezentowanej rozprawy dotyczy wªa±nie ogólnego zagadnie-nia klasy�kacji spektralnej reprezentacji ergodycznych. Jednak nasze podej-±cie do tego problemu jest inne. Wprowadzamy now¡ relacj¦ równowa»no±cireprezentacji unitarnych na o±rodkowej przestrzeni Hilberta, tzw. cykliczn¡równowa»no±¢ (mo»na rozpatrywa¢ to poj¦cie jako spektralny odpowiednikorbitalnej równowa»no±ci dziaªa« mierzalnych, patrz [7]).Gªówne twierdzenie tego rozdziaªu stanowi, »e caªkowitym zbiorem niezmien-ników cyklicznej równowa»no±ci jest w zasadzie zbiór istotnych warto±ci funk-cji krotno±ci spektralnej. To pozwala nam u»y¢ rezultatu z [36] dla stwier-dzenia, »e operator unitarny z ci¡gªym widmem, dla którego 1 jest istotn¡warto±ci¡ funkcji krotno±ci spektralnej jest cyklicznie równowa»ny pewnemuautomor�zmowi sªabo mieszaj¡cemu. Wiadomo±ci na temat teorii reprezen-tacji grup abelowych, lokalnie zwartych, wykorzystane w tym rozdziale, za-czerpni¦te s¡ z ksi¡»ki [25]. Wyniki rozdziaªu 2 (w wersji G = Z) zostaªyopublikowane w [10].Dodajmy, »e wszystkie konstrukcje, które pojawiªy si¦ w cytowanych po-wy»ej pracach byªy tzw. grupowymi rozszerzeniami, najcz¦±ciej obrotów nagrupach zwartych. Konstrukcje te sprowadzaªy si¦ do znalezienia zale»no±cimi¦dzy wªasno±ciami kocyklu i stowarzyszonego z nim rozszerzenia oraz bu-dowy kocyklu speªniaj¡cego dan¡ wªasno±¢. Rozdziaª 1, napisany na podsta-wie ksi¡»ek [38, 45] oraz artykuªu [22], stanowi wst¦p do teorii reprezentacjiunitarnych danych przez kocykle.
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Klasa rozszerze« grupowych obrotów na grupach zwartych wzbudza ostat-nio du»e zainteresowanie. Szczególnie wa»nym przykªadem s¡ tzw. sko±neprodukty Anzaia [3], tzn. automor�zmy dwuwymiarowego torusa (zachowu-j¡ce miar¦ Lebesgue'a), dane wzorem
T' : T� T! T� T; T'(z; !) = (e2�i�z; '(z)!);gdzie � jest liczb¦ rzeczywist¡ niewymiern¡, za± ' : T! T funkcj¡ mierzal-n¡. Szczególnie wa»ne staªo si¦ badanie produktów Anzaia przy zaªo»eniupewnej regularno±ci funkcji '. Wspomnijmy tu klasyczny rezultat Fursten-berga [15] z 1961 roku, z którego wynikaªo, »e je±li ' jest funkcj¡ Lipschitzahomotopijnie nietrywialn¡, to automor�zm T' jest ergodyczny.Operator UT' obci¦ty do przestrzeni L2(dz), funkcji caªkowalnych z kwadra-tem zale»nych tylko od pierwszej wspóªrz¦dnej, jest unitarnie równowa»nyoperatorowi UT , zatem ze spektralnego punktu widzenia interesuj¡ce jesttylko dziaªanie operatora UT' na przestrzeni L2(dz)?.Innym klasycznym rezultatem dotycz¡cym sko±nych produktów jest twierdze-nie Kusznirenki ([35] lub [6] str.344), które ci¡gle przy zaªo»eniu homotopijnejnietrywialno±ci ' 2 C2(T) i dodatkowym (do±¢ nienaturalnym) zaªo»eniu napochodn¡ ' mówi, »e automor�zm T' ma widmo Lebesgue'a przeliczalniekrotne na L2(dz)?. Uogólnienie twierdzenia Kusznirenki znajduje si¦ w pra-cy A. Iwanika, M. Lema«czyka, D. Rudolpha [30], gdzie przy zaªo»eniu, »e' jest funkcj¡ absolutnie ci¡gª¡, za± pochodna D' ma wahanie ograniczone,pokazuje si¦, »e T' ma widmo Lebesgue'a przeliczalnie krotne na L2(dz)?.Uogólnieniem nietrywialno±ci homotopijnej (stopie« topologiczny ' ró»-ny od zera) w przypadku funkcji kawaªkami absolutnie ci¡gªej jest warunek,»e suma skoków funkcji jest ró»na od zera. Zaªo»enie, »e suma skoków jestniezerowa, pozwala na u»ycie twierdzenia ergodycznego dla pochodnej funk-cji, której caªka nie znika. Ta wªasno±¢ byªa kluczowa w dowodach zawartychw [6, 30, 35]. Wykorzystuj¡c t¦ wªasno±¢ mo»na tak»e pokaza¢, »e je±li 'jest funkcj¡ kawaªkami absolutnie ci¡gªa z niezerow¡ sum¡ skoków, to T' maci¡gªe widmo na L2(dz)?. Sytuacja jest zupeªnie inna, gdy suma skoków jestzero. Wówczas twierdzenie ergodyczne zastosowane dla funkcji pochodnej niewnosi niczego istotnego i potrzebne s¡ inne metody. W tej klasie funkcji nieistnieje ogólne twierdzenie klasy�kuj¡ce spektralnie odpowiadaj¡ce produktysko±ne. Zauwa»my, »e istniej¡ kocykle z sum¡ skoków zero, które nie s¡ er-godyczne, chocia»by 1[0;k�) dla k 2 N. A. Iwanik w [27] (przy pomocy teoriiaproksymacji) pokazaª, »e funkcje, dla których T' ma widmo proste, singu-larne i ci¡gªe na przestrzeni L2(dz)?, stanowi¡ zbiór rezydualny w przestrzeni
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funkcji klasy Cr (r 2 N [ f1; !g) o zerowym stopniu topologicznym, gdyliczba � speªnia pewien warunek diofantyczny.Rozdziaª 4 dotyczy problemu ergodyczno±ci kocykli kawaªkami absolutnieci¡gªych z sum¡ skoków zero. Gªówny rezultat tego rozdziaªu mówi, »e oile przynajmniej jeden ze skoków jest niewymierny, to dla wi¦kszo±ci takichfunkcji produkt sko±ny T' ma widmo proste, singularne i ci¡gªe na przestrzeniL2(dz)?, gdy liczba � speªnia pewien warunek diofantyczny.Rozdziaª 3 zawiera analiz¦ wªasno±ci spektralnych rozszerze« Zd{obrotówna d{wymiarowym torusie, d  2, tzn. Zd{dziaªa« postaci
T � : Zd � Td+1 ! Td+1; (T �)(m)(z; !) = (�(m) z; �m(z)!);

gdzie � : Zd ! Td jest homomor�zmem grupowym, za± m 2 Zd, z 2 Td,! 2 T. Ponadto, � : Zd � Td ! T jest kocyklem, czyli
�m+n(z) = �m(T n z)�n(z)

dla ka»dego m;n 2 Zd. W rozdziale tym zostaªo wprowadzone poj¦cie ma-cierzy kr¦cenia A(�) kocyklu ci¡gªego �, które jest uogólnieniem stopnia to-pologicznego odwzorowania okr¦gu.Interesuj¡cym problemem jest, czy tak jak w przypadku d = 1 (omówiony po-wy»ej rezultat z pracy [30]), je±li � jest gªadkim kocyklem oraz detA(�) 6= 0,to rozszerzenie T � ma widmo Lebesgue'a przeliczalnie krotne na przestrze-ni L2d? ortogonalnej do przestrzeni funkcji zale»nych tylko od pierwszych dwspóªrz¦dnych. Jedn¡ z cz¦±ciowych odpowiedzi zawartych w tym rozdzia-le jest twierdzenie mówi¡ce, »e dla kocykli � klasy C1 rozszerzenie T � jestmieszaj¡ce na L2d?, a zatem i ergodyczne. Jednak okazuje si¦, »e uzyska-nie widma Lebesgue'a dla d  2 nie ªatwe, gdy» argumenty z dowodu wprzypadku d = 1, wykorzystuj¡ce twierdzenie ergodyczne dla pochodnych �tym razem zawodz¡. Dla uzyskania widma Lebesgue'a wprowadzamy poj¦cie
Zd{obrotu sko«czonego typu, tzn. obrotu, który jest wolno aproksymowanyprzez obroty wymierne. Gªównym rezultatem tego rozdziaªu jest twierdzeniestanowi¡ce, »e w przypadku d = 2, je±li T jest obrotem sko«czonego typu, �jest klasy C4 oraz detA(�) 6= 0, to rozszerzenie T � ma przeliczalne widmoLebesgue'a przeliczalnie krotne na przestrzeni L2d?. Wiadomo±ci na tematdiofantycznych aproksymacji na torusie zostaªy zaczerpni¦te z ksi¡»ki [34].Rezultaty przedstawione w rozdziale 3 s¡ zawarte w pracy [12].Rozdziaª 5 jest zwi¡zany z badaniem ergodyczno±ci tzw. potoków cylin-
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drycznych, czyli automor�zmów cylindra R=Z� R postaci
Tf : R=Z� R! R=Z� R; Tf (x; y) = (x+ �; y + f(x));gdzie � jest liczb¡ rzeczywist¡ niewymiern¡, za± f : T! R funkcj¡ mierzaln¡o caªce zero. Produkt sko±ny Tf tym razem zachowuje miar¦ niesko«czon¡, ajego ergodyczno±¢ oznacza, »e dla dowolnego zbioru niezmienniczego albo onsam, albo jego uzupeªnienie ma miar¦ zero. Podstawowe wiadomo±ci na tematwªasno±ci ergodycznych potoków cylindrycznych s¡ zaczerpni¦te z ksi¡»ki[50].Znany rezultat D. Paska z pracy [46] stanowi, »e na to, aby potok cy-lindryczny Tf byª ergodyczny wystarczy, »eby funkcja f byªa kawaªkami ab-solutnie ci¡gªa z niezerow¡ sum¡ skoków. Natomiast niedawno M. Lema«-czyk, F. Parreau, D. Voln�y [40] udowodnili, »e klasa funkcji rozpatrywanaw [46] posiada wªasno±¢ stabilno±ci ergodycznej w przestrzeni funkcji o wa-haniu ograniczonym o caªce zero. Dla liczb � speªniaj¡cych pewien warunekdiofantyczny D. Pask w [47] pokazaª, »e je±li funkcja f jest k-razy ró»niczko-walna oraz Dkf jest funkcj¡ kawaªkami absolutnie ci¡gª¡ o niezerowej sumieskoków, to Tf jest równie» potokiem ergodycznym. Przypomnijmy, »e pra-ce [40, 46, 47] bazowaªy na tym, »e suma skoków pewnej funkcji kawaªkamiabsolutni ci¡gªej byªa niezerowa, co pozwalaªo na wykorzystanie twierdzeniaergodycznego dla odpowiedniej pochodnej, której caªka byªa niezerowa. Wrozdziale 5, w odró»nieniu od poprzedniej sytuacji, b¦dziemy rozwa»a¢ przy-padek, gdy suma skoków pewnej pochodnej ' jest równa zero. Wówczas, takjak w przypadku sko±nych produktów Anzaia, nie ma ogólnego twierdzeniaopisuj¡cego wªasno±ci ergodyczne.Gªówny rezultat rozdziaªu 5 stwierdza, »e dla liczb � speªniaj¡cych pewienwarunek diofantyczny, je±li funkcja f jest k-razy ró»niczkowalna oraz Dkfjest funkcj¡ kawaªkami absolutnie ci¡gªa z sum¡ skoków zero, to, o ile punktynieci¡gªo±ci s¡ odpowiednio dobre, Tf jest potokiem ergodycznym. Ponadto,klasa funkcji rozwa»ana w rozdziale 5 speªnia wªasno±¢ stabilno±ci ergodycz-nej w przestrzeni funkcji k-razy ró»niczkowalnych z caªk¡ zero, których k-tapochodna ma wahanie ograniczone. Wyniki przedstawione w rozdziale 5 s¡zawarte w pracy [14].W rozdziale 6 wracamy do pewnych ogólnych rozwa»a«, na temat teoriispektralnej. Zwi¡zane one s¡ z klasycznym twierdzeniem Aleksiejewa [2], któ-re mówi, »e dla dowolnego operatora unitarnego na przestrzeni L2(X;B; �)istnieje funkcja ograniczona, realizuj¡ca maksymalny typ spektralny operato-ra. W.M. Aleksiejew w [2] postawiª równie» nast¦puj¡ce pytanie: czy dowolny
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typ spektralny jest realizowany przez funkcj¦ ograniczon¡? Odpowied¹ nega-tywna na tak sformuªowane pytanie jest dobrze znana, przykªadem s¡ ope-ratory pochodz¡ce od ukªadów Gaussa z widmem prostym (teoria ukªadówgaussowskich jest zawarta w rozdziale 14 ksi¡»ki [6]). Natomiast interesuj¡-cym problemem wydaje si¦ by¢ charakteryzacja typów, które s¡ realizowaneprzez funkcje ograniczone. Wiadomo, »e dla ukªadów ergodycznych z wid-mem dyskretnym (obrotów na grupach zwartych) ka»dy typ jest realizowanyprzez funkcje ograniczone. W rozdziale 6 poka»emy, »e dla rozszerze« grupo-wych obrotów ka»dy typ z ci¡gu spektralnego jest realizowany przez funkcjeograniczone. Ponadto, w sytuacji ogólnej, spróbujemy odpowiedzie¢ na py-tanie, jak regularne s¡ funkcje realizuj¡ce maksymalny typ spektralny. ±ci±lerzecz bior¡c, na przestrze« z miar¡ (X;B; �) b¦dziemy narzuca¢ zaªo»eniastruktury rozmaito±ci ró»niczkowej i zbadamy, jak gªadkie s¡ funkcje realizu-j¡ce maksymalny typ spektralny. Rezultaty dotycz¡ce problemu regularno±cifunkcji realizuj¡cej maksymalny typ spektralny s¡ opublikowane w pracy [11].Tematyka dodatku A jest zwi¡zana z pytaniem A. Iwanika: jakie krotno±-ci spektralne s¡ realizowane przez sko±ne produkty Anzaia. ªatwo pokaza¢,»e zbiory f1g i f1;1g s¡ realizowane. Z ogólnej metody konstruowania kocy-klu wyznaczaj¡cego automor�zm o zadanym zbiorze warto±ci krotno±ci ([36])wynika, »e i zbiór f1; 2g jest realizowany w klasie sko±nych produktów An-zaia.W dodatku A rozwa»amy sko±ne produkty w przypadku, gdy ' : T! T jestfunkcj¡ absolutnie ci¡gª¡, a jej pochodna jest funkcj¡ kawaªkami absolutnieci¡gªa z dwoma punktami nieci¡gªo±ci i sum¡ skoków zero. Gªównym rezul-tatem jest twierdzenie mówi¡ce, »e dla wi¦kszo±ci rozwa»nych funkcji sko±nyprodukt T' ma widmo singularne i ci¡gªe na L2(dz)? oraz maksymalna krot-no±¢ spektralna jest co najwy»ej 2. Ponadto, w±ród rozwa»nych produktówsko±nych s¡ zarówno automor�zmy z widmem prostym, jak i z maksymaln¡krotno±ci¡ spektraln¡ równ¡ 2.
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1 De�nicje i elementarne wiadomo±ci
Niech (X;B; �) b¦dzie standardow¡ probabilistyczn¡ przestrzeni¡ bore-lowsk¡. Przez Aut(X;B; �) oznaczmy grup¦ automor�zmów (X;B; �) zacho-

wuj¡cych miar¦, w skrócie grup¦ automor�zmów, tzn. S 2 Aut(X;B; �), je±li
- odwzorowanie S : X ! X jest odwracalne �-p.w.,
- S�1B = SB = B,
- �(S�1A) = �(A) = �(SA) dla ka»dego A 2 B.

Niech G b¦dzie przeliczaln¡ (dyskretn¡) grup¡ abelow¡. G-dziaªaniemna przestrzeni (X;B; �) nazywamy dowoln¡ reprezentacj¦ grupy G w grupieAut(X;B; �), tzn. dowolne odwzorowanie T : G � X ! X, dla któregooznaczaj¡c T g(�) = T (g; �) mamy
- T g 2 Aut(X;B; �) dla dowolnego g 2 G,
- T g1g2x = T g1 T g2x dla dowolnych g1; g2 2 G,
- T ex = x
(dwie ostatnie równo±ci zachodz¡ na zbiorach peªnej miary).Najprostsz¡ sytuacj¦ otrzymujemy, gdy G = Z. Wówczas pojedynczyautomor�zm T 1 generuje dziaªanie caªej grupy liczb caªkowitych. W przy-padku grupy Zd, d  1 dziaªanie generuj¡ komutuj¡ce ze sob¡ automor�zmyTi = T (0;:::;0;i1;0;:::;0) dla i = 1; :::; d.

De�nicja 1.1 Mówimy, »e dziaªanie T jest ergodyczne, gdy dla dowolne-go zbioru A 2 B speªniaj¡cego warunek �(T gA4A)=0 dla wszystkich g 2 Galbo �(A) = 0, albo �(A) = 1.
De�nicja 1.2 Mówimy, »e dziaªanie T jest wolne, gdy

�(fx 2 X;T gx = xg) = 0
dla wszystkich g 2 G, g 6= e.
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Niech (X;B; �) oraz (Y; C; �) b¦d¡ dowolnymi przestrzeniami z miaramioraz niech f : X ! Y b¦dzie funkcj¡ mierzaln¡. Przez f�� b¦dziemy oznacza¢miar¦ na przestrzeni (Y; C) okre±lon¡ wzorem f��(A) = �(f�1A) dla A 2 C.Zaªó»my, »e (X;B; �) oraz (Y; C; �) s¡ standardowymi przestrzeniami bore-lowskimi z miarami sko«czonymi. Odwzorowanie S : (X;B; �) ! (Y; C; �)nazywamy izomor�zmem niesingularnym, je±li
- odwzorowanie S : X ! Y jest odwracalne p.w.,
- S�1C = B oraz SB = C,
- miary � oraz S�� s¡ równowa»ne.
Dla dowolnego izomor�zmu niesingularnego S : (X;B; �)! (Y; C; �) rozwa»-my odwzorowanie � : (C; �)! (B; �) dane wzorem

�(A) = S�1(A)
dla A 2 C. Wówczas � speªnia nast¦puj¡ce warunki:
(i) odwzorowanie � : C ! B jest odwracalne,
(ii) �(A1 \ A2) = �(A1) \ �(A2) dla dowolnych zbiorów A1; A2 2 C,
(iii) �(S1n=1An) = S1n=1�(An) dla dowolnych zbiorów A1; A2; ::: 2 C,
(iv) �(�(A)) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy �(A) = 0 dla ka»dego zbioruA 2 C.
Dowolne odwzorowanie � : (C; �) ! (B; �) speªniaj¡ce warunki (i),(ii),(iii)oraz (iv) nazywamy izomor�zmem �-boolowskim. Mi¦dzy izomor�zmami �-boolowskimi i izomor�zmami niesingularnym istnieje ±cisªa zale»no±¢. Dladowolnego izomor�zmu �-boolowskiego � : (C; �) ! (B; �) istnieje izomor-�zm niesingularny S : (X;B; �) ! (Y; C; �) taki, »e �(A) = S�1(A) dladowolnego zbioru A 2 C.

Badaj¡c wªasno±ci dynamiczne dziaªania grupy G, cz¦sto rozpatruje si¦zwi¡zan¡ z tym dziaªaniem reprezentacj¦ unitarn¡ (Koopmana) grupy G wo±rodkowej przestrzeni Hilberta L2(X;B; �), funkcji caªkowalnych z kwadra-tem, dan¡ wzorem UTg f(x) = f(T gx);
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gdzie f 2 L2(X;B; �). Cz¦±¢ wªasno±ci dynamicznych dziaªania mo»na prze-tªumaczy¢ na wªasno±ci reprezentacji Koopmana zwi¡zanej z dziaªaniem, np.
T jest dziaªaniem ergodycznym wtedy i tylko wtedy, gdy jedynymi funkcjaminiezmienniczymi reprezentacji s¡ funkcji staªe, tzn. je±li UTg f = f dla ka»degog 2 G, to f = c �-p.w..Uwaga. Pisz¡c równo±¢ pomi¦dzy zbiorami, funkcjami, ciaªami zbiorówzazwyczaj b¦dziemy j¡ rozumie¢ jako równo±¢ z dokªadno±ci¡ do zbiorówmiary zero.W przypadku, gdy G = Z, reprezentacja UT generowana jest przez poje-dynczy operator unitarny UT1 .W rozprawie b¦dziemy bada¢ wªasno±ci spektralne reprezentacji unitar-nych pochodz¡cych od G-dziaªa«.
1.1 Teoria spektralna reprezentacji zadanych przez ko-

cykle

Niech H b¦dzie o±rodkow¡ przestrzeni¡ Hilberta. Przez U(H) oznaczamygrup¦ operatorów unitarnych przestrzeni H. Niech U : G! U(H) b¦dzie re-prezentacj¡ grupy G w przestrzeni H. Charakter  2 bG nazywamy warto±ci¡
wªasn¡ reprezentacji U , je±li istnieje niezerowy element f 2 H taki, »e

Ugf = (g)fdla ka»dego g 2 G. Zbiór wszyskich warto±ci wªasnych reprezentacji U oznacz-my przez Sp(U). Dla dowolnego elementu f 2 H niech
G(f) = spanfUgf ; g 2 Ggb¦dzie przestrzeni¡ cykliczn¡ generowan¡ przez f , czyli najmniejsz¡ domk-ni¦t¡ przestrzeni¡ niezmiennicz¡ zawieraj¡c¡ f . Korzystaj¡c z twierdzeniaBochnera-Herglotza (patrz [25] tom 2, str.160) mo»emy zdefniowa¢ miar¦

spektraln¡ �f elementu f 2 H jako jedyn¡ miar¦ borelowsk¡ na grupie bGdualnej do G tak¡, »e Z
bG (g)d�f () = (Ugf; f)

dla ka»dego g 2 G.W dalszej cz¦±ci pracy b¦dziemy potrzebowali nast¦puj¡cych twierdze«dotycz¡cych spektralnego rozkªadu reprezentacji unitarnych, które s¡ ªatwymprzeniesieniem znanych rezultatów dla G = Z, patrz np. [38], [45].
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Lemat 1.1 Niech ffngn2N b¦dzie ci¡giem elementów H takim, »e f =P1n=1 fn oraz �fm ? �fn dla m 6= n. Wówczas

G(f) = 1M
n=1G(fn) oraz �f =

1X
n=1�fn :

Lemat 1.2 Reprezentacja unitarna U : G! U(G(f)) jest unitarnie rów-
nowa»na reprezentacji M : G! U(L2( bG; �f )) danej wzorem

Mgf(�) = �(g)f(�):
Lemat 1.3 Niech � b¦dzie borelowsk¡ miar¡ na bG dodatni¡ i sko«czon¡.

Wówczas
ff 2 H;�f � �g oraz ff 2 H;�f ? �g

s¡ domkni¦tymi przestrzeniami liniowymi U-niezmienniczymi.

Twierdzenie 1.4 (twierdzenie spektralne) Istnieje ci¡g ffngn2N w
H taki, »e

H = L1n=1G(fn) oraz �f1 � �f2 � ::: :
Ponadto, dla dowolnego ci¡gu ff 0ngn2N elementów H speªniaj¡cego powy»sze
dwa warunki, mamy �fn � �f 0n dla ka»dego naturalnego n.

Twierdzenie 1.5 Niech U (i) b¦dzie reprezentacj¡ unitarn¡ grupy G w
o±rodkowej przestrzeni Hilberta H(i) oraz niech

H(i) = 1M
n=1G(f (i)n ), �f (i)1

� �f (i)2
� :::

b¦dzie rozkªadem spektralnym reprezentacji U (i), i = 1; 2. Wówczas reprezen-
tacje U (1) i U (2) s¡ unitarnie izomor�czne wtedy i tylko wtedy, gdy �f (1)n ��f (2)n dla ka»dego n 2 N.

Maksymalnym typem spektralnym reprezentacji U : G! U(H) b¦dziemynazywali typ spektralny miary �f1 , tzn. klas¦ miar równowa»nych mierze�f1 . Natomiast ci¡g typów miar �f1 ; �f2 ; ::: nazywamy ci¡giem spektralnymreprezentacji U .
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Funkcj¡ krotno±ci spektralnej reprezentacji U b¦dziemy nazywa¢ funkcj¦borelowsk¡
MU : ( bG; �f1)! N [ f+1g; MU(�) = 1X

n=11An(�);
gdzie A1 = bG oraz An = An(U) = f� 2 bG; d�fnd�f1 (�) > 0g. Wówczas

bG = A1 � A2 � A3 � ::: :
Zbiór E(U) = fn 2 N [ f+1g;�f1f� 2 bG;MU(�) = ng > 0gnazywamy zbiorem istotnych warto±ci funkcji krotno±ci spektralnej MU .Uwaga. Bezpo±rednio z przyj¦tych de�nicji ªatwo zauwa»y¢, »e

n 2 E(U) \ N () �fn 6� �fn+1 ;
1 2 E(U) () 9� 6=08n2N �fn � �:

Kres górny zbioru E(U) b¦dziemy nazywa¢ maksymaln¡ krotno±ci¡ spek-
traln¡ reprezentacji U .Niech � 6= 0 b¦dzie dowoln¡ miar¡ absolutnie ci¡gª¡ wzgl¦dem maksy-malnego typu spektralnego � reprezentacji U . Ci¡g f1; :::; fn 2 H nazywamymaksymalnym dla �, je±li G(fi) ? G(fj) dla i 6= j, i; j = 1; :::; n, �fi = �dla i = 1; :::; n oraz w przestrzeni ortogonalnej (G(f1)� :::�G(fn))? nie maelementu, którego miara spektralna jest równa �.

Lemat 1.6 Dowolne dwa ci¡gi maksymalne dla � maj¡ t¦ sam¡ dªugo±¢.

Krotno±ci¡ miary � nazywamy dªugo±¢ maksymalnego ci¡gu dla �.
Lemat 1.7 Niech n 2 N [ f1g. Wówczas n 2 E(U) wtedy i tylko wte-

dy, gdy istnieje miara � 6= 0 absolutnie ci¡gª¡ wzgl¦dem maksymalnego typu
spektralnego, której krotno±¢ jest równa n.

B¦dziemy mówili, »e
• U ma widmo Haara (dyskretne, singularne ci¡gªe), je±li miara �f1 jestrównowa»na mierze Haara � grupy bG (dyskretnej, ci¡gªej singularnejwzgl¦dem miary Haara);
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• U ma widmo jednorodne o krotno±ci k, je±li E(U) = fkg, gdzie k 2
N [ f1g;

• U ma widmo proste, gdy E(U) = f1g.
Jednym z najprostszych przykªadów G-dziaªa« s¡ G-obroty. Niech X b¦-dzie zwart¡, metryczn¡ grup¡ abelow¡, B �{algebr¡ zbiorów borelowskich naX, za± � miar¡ Haara grupy X. G{obrotem na grupie X b¦dziemy nazywa¢

G-dziaªanie na przestrzeni (X;B; �) okre±lone wzorem
T gx = �(g)x;

gdzie � : G ! X jest homomor�zmem grupowym. Naturalnym rozszerze-niem znanego rezultatu dotycz¡cego Z-obrotów jest nast¦puj¡cy:
Lemat 1.8 G-obrót jest ergodyczny wtedy i tylko wtedy, gdy �(G) = X.

Ponadto, G-obrót jest wolny wtedy i tylko wtedy, gdy � jest monomor�zmem.

Innym przykªadem G-dziaªa« s¡ rozszerzenia grupowe G-obrotów. NiechH b¦dzie lokalnie zwart¡, metryczn¡ grup¡ abelow¡, C �{algebr¡ zbiorówborelowskich na H, za± m miar¡ Haara grupy H.
De�nicja 1.3 H-kocyklem G-obrotu T nazywamy mierzalne odwzoro-wanie � : G�X ! H, dla którego pisz¡c �g(�) zamiast �(g; �) otrzymujemy

�g1g2(�) = �g1(T g2�) �g2(�)
dla dowolnych g1; g2 2 G.

Uwaga. Gdy grupy X, H posiadaj¡ dodatkowe struktury, np. ró»nicz-kowe, to b¦dziemy mówili, »e kocykl jest odpowiednio regularny, je±li dlaka»dego g 2 G odwzorowanie �g jest odpowiednio regularne.W przypadku G = Z, kocykl � jest generowany przez funkcj¦ mierzaln¡�1 w nast¦puj¡cy sposób
�n(x) =

8><>:
�1(x)�1(T 1x):::�1(T n�11 x) dla n > 0e dla n = 0(�1(T n1x)�1(T n+11 x):::�1(T �11 x))�1 dla n < 0:

W dalszym ci¡gu sam¡ funkcj¦ �1 b¦dziemy równie» nazywa¢ kocyklem.
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Zaªó»my, »e H jest zwart¡ grup¡ abelow¡, za± m jest miar¡ probabili-styczn¡. B¦dziemy rozwa»a¢ G-dziaªanie
T � : G� (X �H;B; ��m)! (X �H;B; ��m)

dane wzorem (T �)g(x; h) = (T gx; �g(x)h);gdzie B jest produktow¡ �{algebr¡. G-dziaªanie T � nazywamy H{rozszerze-
niem dziaªania T .Rozwa»my reprezentacj¦ unitarn¡ UT � grupy G w przestrzeni L2(X �H;��m) odpowiadaj¡c¡ G-dziaªaniu T �, tzn.

UT �g f(x; h) = f(T gx; �g(x)h):
Korzystaj¡c z twierdzenia Petera-Weyla otrzymujemy, »e

L2(X �H;��m) = M
�2bHH�;

gdzie
H� = ff 2 L2(X �H;��m); f(x; h) = �(x)�(h); � 2 L2(X;�)g:

Zauwa»my, »e H� s¡ domkni¦tymi podprzestrzeniami UT �-niezmienniczymiprzestrzeni L2(X�H;��m). Zatem mo»emy rozpatrywa¢ tak»e reprezentacjeUT � : G! U(H�).
Lemat 1.9 Reprezentacja UT � : G! U(H�) jest unitarnie izomor�czna

reprezentacji U� : G! U(L2(X;�)) okre±lonej wzorem
((U�)g�)(x) = �(�g(x))�(T gx):

Dowód. Zde�niujmy izomor�zm reprezentacji V : H� ! L2(X;�) kªad¡c
V f = � dla f(x; h) = �(x)�(h):

Wówczas V jest izometri¡ przestrzeni H� na przestrze« L2(X;�), a poniewa»
UT �g f(x; h) = f(T gx; �g(x)h) = �(�g(x))�(T gx)�(h)
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wi¦c
(V UT �g f)(x) = �(�g(x))�(T gx) = ((U�)g�)(x) = ((U�)gV f)(x):�

Zaªó»my, »e T jest G-obrotem ergodycznym i wolnym. Niech F : G�X !
T b¦dzie T-kocyklem, gdzie T = fz 2 C; jzj = 1g. Rozwa»my reprezentacj¦unitarn¡ U : G! U(L2(X;�)) zadan¡ wzorem

(Ugf)(x) = Fg(x)f(T gx):
Zauwa»my, »e reprezentacje U� s¡ reprezentacjami tego typu. Udowodnimy,»e reprezentacja U nie mo»e mie¢ mieszanego widma, tzn. jej widmo jest albodyskretne, albo singularne ci¡gªe, albo Haara. W tym celu, rozwa»my repre-zentacj¦ unitarn¡ M grupy dualnej cX w przestrzeni L2(X;�) dan¡ wzorem

M�f(x) = �(x)f(x):
Wówczas

(UgM�f)(x) = Fg(x)(M�f)(T gx) = Fg(x)�(T gx)f(T gx)
oraz (M�Ugf)(x) = �(x)(Ugf)(x) = Fg(x)�(x)f(T gx):Zatem UgM� = �(�(g))M�Ug:(1)

Lemat 1.10 (Wienera) Niech H0 � L2(X;�) b¦dzie domkni¦t¡ M-
niezmiennicz¡ podprzestrzeni¡ L2(X;�). Wówczas istnieje zbiór B 2 B taki,
»e

H0 = 1BL2(X;�) = ff 2 L2(X;�); f j Bc = 0g;
gdzie 1B jest funkcj¡ charakterystyczn¡ zbioru B.

Dowód. Niech 1 = f + g, gdzie f 2 H0 , g 2 H?0 . Poniewa» H0 jestprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ wzgl¦dem reprezentacji M , wi¦c dla ka»dego � 2cX mamy M�f 2 H0, a st¡d
0 = (M�f; g) = ZX �(x)f(x)g(x)d�(x):
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Zatem f(x)g(x) = 0 �-p.w.. St¡d wynika, »e istnieje zbiór borelowski B 2 Btaki, »e f = 1B i g = 1Bc .Post¦puj¡c analogicznie dla dowolnego h 2 H0 otrzymujemy, »e h��g = 0, sk¡dh 2 1BL2(X;�). Zatem H0 � 1BL2(X;�) i analogicznie H?0 � 1BcL2(X;�),wi¦c
L2(X;�) = H0 �H?0 � 1BL2(X;�)� 1BcL2(X;�) = L2(X;�);

st¡d H0 = 1BL2(X;�). �

Lemat 1.11 Je±li H0 jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ L2(X;�) niezmien-
nicz¡ wzgl¦dem reprezentacji M oraz U , to H0 = f0g lub H0 = L2(X;�).

Dowód. Na mocy lematu 1.10, H0 = 1BL2(X;�) dla pewnego B 2 B. ZU -niezmienniczo±ci przestrzeni H0 dla dowolnego g 2 G mamy
Ug1B = Fg1T �1g B 2 H0:

Poniewa» jFg(x)j = 1, wi¦c T �1g B � B. Na mocy ergodyczno±ci T otrzy-mujemy, »e �(B) = 0 lub �(B) = 1, a zatem H0 = f0g lub H0 = L2(X;�).
�

Twierdzenie 1.12 Maksymalny typ spektralny reprezentacji U jest albo
dyskretny, albo ci¡gªy singularny, albo Haara.

Dowód. Przez H0, H1, H2 oznaczmy zbiory funkcji z L2(X;�), którychmiary spektralne s¡ odpowiednio dyskretne, ci¡gªe singularne i absolutnieci¡gªe wzgl¦dem miary Haara �. Na mocy lematu 1.3, ka»dy ze zbiorów H0,
H1;H2 jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ U -niezmiennicz¡ przestrzeni L2(X;�)oraz L2(X;�) = H0 �H1 �H2:Dla dowolnych � 2 cX, f 2 L2(X;�) oraz g 2 G mamyZ

bG (g)d�M�f () = (UgM�f;M�f) = �(�(g))(M�Ugf;M�f)
= �(�(g))(Ugf; f) = ZbG(� � � � )(g)d�f ()= Z

bG (g)d((R�)��f )();
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gdzie R� : bG! bG; R�() = b�(�) = � � � � :ZatemH0;H1;H2 s¡ równie» podprzestrzeniamiM -niezmienniczymi. Na mo-cy lematu 1.11, albo H0 = L2(X;�), albo H1 = L2(X;�), albo H2 =L2(X;�).Aby zako«czy¢ dowód lematu wystarczy pokaza¢, »e je±li H2 = L2(X;�),to maksymalny typ spektralny �f reprezentacji U jest równowa»ny mierzeHaara. Najpierw zauwa»my, »e b�(cX) jest g¦st¡ podgrup¡ bG. Istotnie, zaªó»-my, »e grupa b�(cX) nie jest g¦sta w bG. Wówczas istnieje element g 2 G, g 6= etaki, »e dla �g 2 bbG, �g() = (g) mamy, »e �gjb�(cX) = 1. Zatem dla ka»dego� 2 cX otrzymujemy
1 = �g(b�(�)) = �g(��) = � � �(g);

sk¡d �(g) = e, a poniewa» � jest monomor�zmem, wi¦c g = e.Zaªó»my, »e maksymalny typ spektralny �f nie jest równowa»ny mierzeHaara �. Wówczas istnieje zbiór borelowski A � bG taki, »e
�(A) > 0 oraz �f (A) = 0:

Poniewa» �M�f � �f oraz �M�f (A) = �f ((b�(�))�1A)dla ka»dego � 2 cX, wi¦c
�f (X�2 bX b�(�)A) = 0:

Z drugiej strony z g¦sto±ci b�(cX) w bG otrzymujemy, »e
�(X�2 bX b�(�)A) = 1:

St¡d wynika, »e maksymalny typ spektralny jest singularny, co przeczy na-szemu zaªo»eniu, a zatem �f � �. �

Lemat 1.13 Reprezentacja U ma widmo jednorodne.
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Dowód. Niech n 2 N [ f1g. Przez Hn oznaczmy zbiór funkcji f 2L2(X;�), dla których istnieje ci¡g funkcji f1; :::; fn 2 L2(X;�) taki, »e dlaka»dej pary liczb i 6= j, i; j = 1; :::; n mamy G(fi) ? G(fj) oraz �fi = �f dlai = 1; :::; n. Niech � b¦dzie maksymalnym typem spektralnym reprezentacjiU . Korzystaj¡c z lematu 1.6, lematu 1.7 oraz twierdzenia spektralnego ªatwopokaza¢, »e je±li dla n 2 N poªo»ymy
�n = �jAn0 (U);gdzie n0 2 N[f1g jest najmniejszym elementem nie mniejszym ni» n takim,»e n0 2 E(U) oraz poªo»ymy

�1 = �jT1m=1 Am(U);
to

Hn = ff 2 L2(X;�);�f � �ng:Na mocy lematu 1.3, Hn jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ U -niezmiennicz¡.Przestrze« Hn jest równie» M -niezmiennicza. Istotnie, zaªó»my, »e f 2 Hn,czyli istnieje ci¡g funkcji f1; :::; fn 2 L2(X;�) taki, »e G(fi) ? G(fj) dla i 6= joraz �fi = �f . Wówczas dla dowolnego charakteru � 2 cX,
G(M�fi) =M�(G(fi)) ?M�(G(fj)) = G(M�fj)

dla i 6= j oraz �M�fi = (R�)��fi = (R�)��f = �M�f :Zatem M�f 2 Hn dla dowolnego charakteru � 2 cX.Na mocy lematu Wienera, Hn = L2(X;�) albo Hn = f0g. Niech
k = ( maxfn 2 N;Hn 6= f0gg gdy 9n2NHn = f0g

1 gdy 8n2NHn 6= f0g:
Wówczas Hk = L2(X;�). Korzystaj¡c z lematu 1.7 otrzymujemy, »e E(U) =
fkg, czyli reprezentacja U ma widmo jednorodne o krotno±ci k. �

Lemat 1.14 Je±li dla f 2 L2(X;�) mamy
Pg2G j(Ugf; f)j2 < +1, to�f � �.
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Dowód. Rozwa»my funkcj¦ ' 2 L2( bG; �) okre±lon¡ wzorem'() = X
g2G

(Ugf; f)(g):
Wówczas dla dowolnego h 2 GZ

bG (h)'()d�() = (Uhf; f) = ZbG (h)d�f ();a zatem d�fd� = '. �

Podstawiaj¡c w poprzednim lemacie f = 1 i korzystaj¡c z lematu 1.12 orazlematu 1.13 otrzymujemyWniosek 1.1 Je±li dla reprezentacji unitarnej U szeregX
g2G

j
Z
X Fg(x)d�(x)j2

jest sumowalny, to U ma jednorodne widmo Haara.Lemat 1.15 Niech F (i) : G �X ! T b¦dzie T{kocyklem, i = 1; 2. Roz-
wa»my reprezentacj¦ U (i) : G! U(L2(X;�)) okre±lon¡ wzorem(U (i)g f)(x) = F (i)g (x)f(T gx)
oraz niech �(i) oznacza maksymalny typ spektralny reprezentacji U (i), i = 1; 2.
Wówczas miary �(1) oraz �(2) s¡ albo równowa»ne, albo ortogonalne.Dowód. Rozwa»my domkni¦t¡ U (1){niezmiennicz¡ podprzestrze«

H = ff 2 L2(X;�);�(1)f � �(2)gprzestrzeni L2(X;�). Poka»emy, »e H jest równie» podprzestrzeni¡ M{nie-zmiennicz¡. Niech f 2 H. Istnieje wtedy element h 2 L2(X;�) taki, »e�(1)f = �(2)h , czyli (U (1)g f; f) = (U (2)g h; h)dla ka»dego g 2 G. Wówczas dla dowolnego charakteru � 2 cX mamy(U (1)g M�f;M�f) = �(�(g))(U (1)g f; f) = �(�(g))(U (2)g h; h)= (U (2)g M�h;M�h);a zatem �(1)M�f = �(2)M�h. St¡d M�f 2 H dla dowolnego charakteru � 2 cX. Namocy lematu 1.11 albo H = f0g, albo H = L2(X;�), wi¦c albo �(1) ? �(2),albo �(1) � �(2). W przypadku, gdy �(1) � �(2) przez symetri¦ rozumowaniaotrzymujemy �(1) � �(2), a st¡d �(1) � �(2). �
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1.2 Podstawowe informacje dotycz¡ce uªamków ªa«cu-
chowych

Ogólne wiadomo±ci, na temat uªamków ªa«cuchowych, wykorzystane wtym rozdziale s¡ zaczerpni¦te z [31] oraz [44].Dla dowolnej liczby rzeczywistej � 2 [0; 1), niech
� = [0; a1; a2; :::] = 1

a1 + 1a2 + :::b¦dzie jej uªamkiem ªa«cuchowym, gdzie an s¡ liczbami naturalnymi. Liczbyan b¦dziemy nazywa¢ ilorazami cz¦±ciowymi liczby �. Utwórzmy dwa ci¡gi
fpng1n=0; fqng1n=0 zadane rekurencyjnie

q0 = 1; q1 = a1; qn+1 = an+1qn + qn�1;
p0 = 0; p1 = 1; pn+1 = an+1pn + pn�1:Uªamek pn=qn nazywamy n-tym reduktem, za± liczb¦ naturaln¡ qn n-tym mia-

nownikiem liczby �. Wówczas prawdziwa jest nierówno±¢1qn(qn + qn+1) < j�� pnqn j < 1qnqn+1 :(2)
Przez ftg oznaczmy cz¦±¢ uªamkow¡ liczby rzeczywistej t oraz niech ktkoznacza odlegªo±¢ liczby t od zbioru liczb caªkowitych.Przypomnijmy, »e T oznaczaª okr¡g jednostkowy na pªaszczy¹nie liczbzespolonych. W rozprawie b¦dziemy równie» stosowali zapis addytywny, tzn.grup¦ T b¦dziemy uto»samia¢ z grup¡ R=Z lub z odcinkiem [0; 1), na któ-rym dodawanie rozumiane jest jako dodawanie modulo 1. Przez � oznaczmyunormowan¡ miar¦ Lebesgue'a na T. Niech <� T�T b¦dzie relacj¡ zwykªejnierówno±ci na odcinku [0; 1). Na grupie T zde�niujmy relacj¦ e< � T� T wnast¦puj¡cy sposób: x e<y wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < y � x < 1=2.Niech T : (T; �) ! (T; �) b¦dzie obrotem Tx = x + �. Wówczas dladowolnej liczby naturalnej n,

qn+1kqn�k+ qnkqn+1�k = 1:(3)
Ponadto,
f [0; fqn�g) ; :::; T qn+1�1[0; fqn�g) ; [fqn+1�g; 1) ; :::; T qn�1[fqn+1�g; 1) g
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dla n parzystych oraz
f [fqn�g; 1) ; :::; T qn+1�1[fqn�g; 1) ; [0; fqn+1�g) ; :::; T qn�1[0; fqn+1�g) gdla n nieparzystych s¡ rodzinami parami rozª¡cznych odcinków, które wypeª-niaj¡ caªy zbiór T. St¡d

f [0; fan+1qn�g) ; :::; T qn�1[0; fan+1qn�g) gdla n parzystych oraz
f [fan+1qn�g; 1) ; :::; T qn�1[fan+1qn�g; 1) gdla n nieparzystych s¡ rodzinami parami rozª¡cznych odcinków. Prawdziwajest równie», dla n  2, nierówno±¢1� 2=an+1qn < kan+1qn�k < 1qn :Istotnie, korzystaj¡c z nierówno±ci (2) otrzymujemy, »e

an+1kqn�k < an+1qn+1 < 1qn :Poniewa» qn  2, wi¦c
kan+1qn�k = an+1kqn�k < 1qn :Korzystaj¡c z (3) otrzymujemy, »eqnan+1kqn�k = 1� qn�1kqn�k � qnkqn+1�k:Ponadto, na mocy (2),

qn�1kqn�k+ qnkqn+1�k < qn�1qn+1 + qnqn+2 < 2 qnqn+1 < 2an+1 ;a st¡d qnkan+1qn�k > 1� 2an+1 :B¦dziemy mówili, »e � ma nieograniczone ilorazy, je±lilim supn!1
an =1 lub równowa»nie lim supn!1

qnkqn�k =1:
Twierdzenie 1.16 (patrz [33].) Niech � b¦dzie liczb¡ niewymiern¡ oraz

niech fqng1n=0 b¦dzie ci¡giem mianowników liczby �. Zaªó»my, »e � 2 R.
Wówczas f�g = fp�g dla pewnej liczby p 2 Z wtedy i tylko wtedy, gdy
kqn�k ¬ qnkqn�k=4 dla dostatecznie du»ych n.
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2 Cykliczna równowa»no±¢ reprezentacji uni-
tarnych

Jednym z najwa»niejszych (otwartych) problemów teorii ergodycznej jestklasy�kacja automor�zmów ergodycznych (Z-dziaªa«) ze wzgl¦du na relacj¦spektralnej równowa»no±ci, a dokªadniej odpowied¹ na pytanie, czy dla do-wolnego operatora unitarnego, którego 1 jest jednokrotn¡ warto±ci¡ wªasn¡,istnieje automor�zm ergodyczny T : (X;B; �) ! (X;B; �) taki, »e operatorunitarny UT : L2(X;�)! L2(X;�); UTf = f � Tjest unitarnie równowa»ny danemu operatorowi. Równowa»nie problem mo-»na sformuªowa¢ w sposób nast¦puj¡cy: czy dla dowolnego ci¡gu
�1 � �2 � :::; �1(f1g) > 0; �2(f1g) = 0(4)

dodatnich sko«czonych miar borelowskich na okr¦gu istnieje automor�zmergodyczny T : (X;B; �) ! (X;B; �) taki, »e ci¡g spektralny operatora UTjest zgodny z ci¡giem (4).W tym rozdziale zajmiemy si¦ sªabsz¡ wersj¡ tego problemu. Najpierwzde�niujemy dla dowolnej przeliczalnej (dyskretnej) grupy abelowej G cy-kliczny izomor�zm reprezentacji grupy G (relacja ta b¦dzie sªabsza od relacjiunitarnej równowa»no±ci), a nast¦pnie spróbujemy dokona¢ klasy�kacji ergo-dycznych ukªadów dynamicznych wzgl¦dem tej nowej relacji.
Lemat 2.1 Niech U (i) : G! U(H(i)) b¦dzie reprezentacj¡ unitarn¡ gru-

py G, i = 1; 2. Wówczas dla dowolnego operatora unitarnego V : H(1) ! H(2)
nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) dla ka»dego f 2 H(1) mamy G(V f) = VG(f),
(ii) je»eli H jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ U (1){niezmiennicz¡ przestrzeni

H(1), to VH jest podprzestrzeni¡ U (2){niezmiennicz¡ przestrzeni H(2)
oraz je±li H jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ U (2){niezmiennicz¡ prze-
strzeni H(2), to V �1H jest podprzestrzeni¡ U (1){niezmiennicz¡ prze-
strzeni H(1).

Dowód. (i) ) (ii). Niech H b¦dzie U (1)-niezmiennicz¡ domkni¦t¡ pod-przestrzeni¡ H(1) oraz niech f b¦dzie dowolnym elementem VH. Poniewa»
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G(f) = VG(V �1f), wi¦c dla dowolnego g 2 G,
U (2)g f 2 G(f) = VG(V �1f) � VH;

a st¡d VH jest U (2)-niezmiennicza. Podobnie mo»na pokaza¢ pozostaª¡ cz¦±¢warunku (ii).(ii) ) (i). Niech f b¦dzie dowolnym elementem H(1). Przestrze« G(f)jest U (1)-niezmiennicza, a zatem VG(f) jest U (2)-niezmiennicza. Poniewa»V f 2 VG(f), wi¦c
G(V f) � VG(f):Podobnie, f 2 V �1G(V f) i przestrze« V �1G(V f) jest U (1)-niezmiennicza, azatem

G(f) � V �1G(V f), czyli VG(f) � G(V f);wi¦c VG(f) = G(V f). �

De�nicja 2.1 Mówimy, »e operator unitarny V : H(1) ! H(2) ustala
cykliczny izomor�zm reprezentacji unitarnych U (1) i U (2) je±li speªniony jestwarunek (i) (lub równowa»nie warunek (ii)) lematu 2.1.

Uwaga. Je±li operator unitarny V ustala cykliczny izomor�zm reprezen-tacji U (1) i U (2) oraz H � H(1) jest podprzestrzeni¡ U (1){niezmiennicz¡, toV : H ! V (H) ustala cykliczny izomor�zm reprezentacji U (1)jH i U (2)jV (H).Ponadto, oczywistym jest, »e je±li reprezentacje s¡ unitarnie izomor�czne, tos¡ cyklicznie izomor�czne.
Lemat 2.2 Niech U (i) : G! U(H(i)) b¦dzie reprezentacj¡ unitarn¡ gru-

py G, i = 1; 2. Zaªó»my, »e V : H(1) ! H(2) ustala cykliczny izomor�zm
reprezentacji U (1) i U (2). Niech

H(1) = 1M
n=1G(fn); �f1 � �f2 � :::

b¦dzie rozkªadem spektralnym reprezentacji U (1). Wówczas

H(2) = 1M
n=1G(V fn); �V f1 � �V f2 � ::: :

Ponadto, �fn � �fn+1 wtedy i tylko wtedy, gdy �V fn � �V fn+1. W szczególno±ciE(U (1)) = E(U (2)).
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Dowód. Poniewa» V ustala cykliczny izomor�zm, wi¦c
H(2) = V (H(1)) = V ( 1Mn=1G(fn)) =

1M
n=1VG(fn) =

1M
n=1G(V fn):

Najpierw zauwa»my, »e G(V f1) jest maksymaln¡ przestrzeni¡ cykliczn¡.Istotnie, je±li zaªo»my, »e istnieje element g 2 H(2) taki, »e G(V f1)  G(g),to G(f1)  G(V �1g), co przeczy maksymalno±ci przestrzeni cyklicznej G(f1).Zatem �V f1 jest maksymalnym typem spektralnym reprezentacji U (2).Podobnie, poniewa» V : G(f1)? ! G(V f1)? ustala cykliczny izomor�zmreprezentacji U (1)jG(f1)? i U (2)jG(V f1)? , wi¦c �V f2 jest maksymalnym typemspektralnym reprezentacji U (2)jG(V f2)? . W ten sam sposób otrzymujemy, »edla dowolnego naturalnego n, �V fn jest maksymalnym typem spektralnymreprezentacji U (2) obci¦tej do przestrzeni G(V fn) � G(V fn+1) � ::: . Zatem�V f1 � �V f2 � ::: .Poka»emy teraz, »e �fn � �fn+1 wtedy i tylko wtedy, gdy �V fn � �V fn+1 .Zaªó»my, »e miary �fn , �fn+1 nie s¡ równowa»ne. Wówczas
G(fn)�G(fn+1) = G(f 0n)�G(f 00n)�G(fn+1);

gdzie �f 00n 6= 0, �f 00n?�fn+1 oraz �f 0n � �fn+1 . Zatem
G(V fn)�G(V fn+1) = G(V f 0n)�G(V f 00n)�G(V fn+1);

przy czym G(f 00n)�G(fn+1) jest przestrzeni¡ cykliczn¡, st¡d
V (G(f 00n)�G(fn+1)) = G(V f 00n)�G(V fn+1)

jest przestrzeni¡ cykliczn¡, a zatem miary �V f 00n , �V fn+1 s¡ ortogonalne. St¡dwynika, »e miary �V fn , �V fn+1 nie s¡ równowa»ne. �

Z powy»szego lematu wynika, »e zbiór istotnych warto±ci funkcji krotno-±ci spektralnej reprezentacji unitarnej jest niezmiennikiem cyklicznego izo-mor�zmu. Zauwa»my tak»e, »e je±li f 2 H(1) jest wektorem wªasnym re-prezentacji U (1), czyli dimG(f) = 1 oraz V ustala cykliczny izomor�zm,to dimG(V f) = 1, a zatem V f jest wektorem wªasnym reprezentacji U (2).Niech f1; f2 2 H(1) b¦d¡ wektorami wªasnymi odpowiadaj¡cymi ró»nym war-to±ciom wªasnym �1; �2 2 G. Wówczas równie» V f1; V f2 2 H(2) s¡ wektormiwªasnymi odpowiadaj¡cymi ró»nym warto±ciom wªasnym. Istotnie, zaªó»my,»e V f1; V f2 odpowiadaj¡ tej samej warto±ci wªasnej. Wówczas V (f1 + f2)
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jest wektorem wªasnym, a zatem f1 + f2 jest równie» wektorem wªasnym.Poniewa» �1 6= �2, wi¦c f1; f2 2 G(f1 + f2). St¡d dimG(f1 + f2)  2, a za-tem sprzeczno±¢. To daje nam nast¦pny niezmiennik, mianowicie moc zbioruwarto±ci wªasnych.Wyznaczymy teraz peªny zbiór niezmienników dla cyklicznej równowa»-no±ci.Dowoln¡ miar¦ � mo»emy przedstawi¢ jednoznacznie jako sum¦ � = �c+�d, gdzie �c jest miar¡ ci¡gª¡, za± �d miar¡ dyskretn¡. Niech �f1 � �f2 � :::b¦dzie ci¡giem spektralnym reprezentacji U . Wówczas mamy �cf1 � �cf2 � ::::Przez c-funkcj¦ krotno±ci spektralnej M cU reprezentacji U b¦dziemy rozumielifunkcj¦ borelowsk¡ M cU : bG! N [ f+1g dan¡ wzorem
M cU(�) = 1X

n=11Cn(�);
gdzie C1 = bG oraz Cn = Cn(U) = f� 2 bG; d�cfnd�cf1 (�) > 0g. Zbiór

Ec(U) = fn 2 N [ f+1g;�cf1f� 2 bG;M cU(�) = ng > 0g
jest wówczas zbiorem istotnych warto±ci funkcji M cU .Niech D(U) : N [ f+1g ! N [ f+1g b¦dzie funkcj¡ dan¡ wzoremD(U)(n) = card Dn, gdzie

Dn = Dn(U) = ( f� 2 An n An+1;�f1(f�g) > 0g gdy n 2 N
f� 2 T1n=1An;�f1(f�g) > 0g gdy n = +1:

Na podstawie podanych de�nicji ªatwo zauwa»y¢, »e
An n An+1 = (Cn n Cn+1) [Dn(5)

dla n 2 N oraz 1\
n=1An =

1\
n=1Cn [D1:(6)

Naszym celem b¦dzie pokazanie, »e Ec(U) i D(U) stanowi¡ peªny zbiór nie-zmienników dla cyklicznej równowa»no±ci.
Lemat 2.3 Niech �, � b¦d¡ sko«czonymi miarami borelowskimi na grupie

dualnej bG. Rozwa»my reprezentacje unitarne U (1) : G! U(L2( bG; �)) i U (2) :
G! U(L2( bG; �)) dane wzorem

U (1)g f(�) = U (2)g f(�) = �(g)f(�):
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Je±li V : L2( bG; �)! L2( bG; �) ustala cykliczny izomor�zm reprezentacji U (1)
i U (2), to istnieje izomor�zm niesingularny S : ( bG;B; �) ! ( bG;B; �) oraz
funkcja h 2 L2( bG; �) taka, »e

V f = h � f � S
dla ka»dego f 2 L2( bG; �).

Dowód. Dla dowolnego zbioru A 2 B, 1AL2( bG; �) jest U (1){niezmienni-cz¡ podprzestrzeni¡ L2( bG; �). Poniewa» V ustala cykliczny izomor�zm, wi¦cV 1AL2( bG; �) jest U (2){niezmiennicz¡ podprzestrzeni¡ L2( bG; �). Na mocy le-matu Wienera, istnieje zbiór borelowski �(A) taki, »e
V 1AL2( bG; �) = 1�(A)L2( bG; �):

Poniewa» V (f0g) = f0g oraz V �1(f0g) = f0g, wi¦c �(A) = 0 wtedy i tylkowtedy, gdy �(�(A)) = 0. W ten sposób otrzymujemy odwzorowanie � :(B; �) ! (B; �). Dla dowolnych zbiorów A;B 2 B, je±li A \ B = ;, to1AL2( bG; �)?1BL2( bG; �) st¡d,
1�(A)L2( bG; �)?1�(B)L2( bG; �);

a zatem �(A) \ �(B) = ;. Je±li A = S1n=1An, przy czym zbiory fAngn2N s¡parami rozª¡czne, to
1�(A)L2( bG; �) = V (1S1n=1 AnL2( bG; �)) = V ( 1Mn=11AnL2( bG; �))

= 1M
n=1V (1AnL2( bG; �)) = 1M

n=11�(An)L2( bG; �)
= 1S1n=1 �(An)L2( bG; �);

a zatem �(A) = S1n=1�(An). Stosuj¡c standardowe argumenty otrzymujemypowy»sz¡ równo±¢ bez zaªo»enia, »e zbiory fAngn2N s¡ parami rozª¡czne.Poniewa» V (L2( bG; �)) = L2( bG; �), wi¦c �( bG) = bG. St¡d bG = �(A)[�(Ac),czyli �(A)c = �(Ac) dla ka»dego A 2 B.Z powy»szych rozwa»a« wynika, »e � : (B; �)! (B; �) jest izomor�zmem�{boolowskim. Zatem istnieje izomor�zm niesingularny S : ( bG;B; �) !( bG;B; �) taki, »e �(A) = S�1(A) dla ka»dego A 2 B. Poªó»my h = V (1)i ustalmy A 2 B. Poniewa» 1 = 1A + 1Ac , wi¦c h = V (1A) + V (1Ac). Jednak
19



funkcje V (1A) i V (1Ac) maj¡ rozª¡czne no±niki, co poci¡ga za sob¡ fakt, »efunkcja V (1A) musi by¢ równa funkcji h na swoim no±niku, a zatem
V (1A) = h � 1�(A) = h � 1A � S:

Poniewa» powy»sza równo±¢ jest prawdziwa dla wszystkich funkcji charakte-rystycznych, wi¦c prawdziwa jest tak»e dla kombinacji liniowych tych funkcji,a zatem i dla wszystkich funkcji f 2 L2( bG; �).Poniewa» V jest izometri¡, wi¦c dla ka»dego A 2 B otrzymujemy
�(SA) = Z

bG j1AS�1j2d� = k1AS�1k2L2(�)
= kV (1AS�1)k2L2(�) = kh � 1Ak2L2(�) = ZA jhj2d�:

St¡d jhj2 = d��Sd� . �Dla danego ci¡gu �1 � �2 � :::miar borelowskich na bG, rozwa»my reprezentacj¦ unitarn¡ U grupy G wprzestrzeni H = L1n=1 L2( bG; �n) dan¡ wzorem
Ug( 1Xn=1 �n(�n)) =

1X
n=1�n(g)�n(�n)

dla ka»dego P1n=1 �n(�n) 2 H.Niech  : bG ! C b¦dzie odwzorowaniem mierzalnym i ograniczonym.Rozwa»my operator liniowy i ograniczony  (U) : H ! H dany wzorem
 (U)( 1Xn=1 �n(�n)) =

1X
n=1 (�n)�n(�n):

Lemat 2.4 Je±li H0 jest domkni¦t¡ U{niezmiennicz¡ podprzestrzeni¡ H,
to H0 jest równie» podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ dla operatora  (U).

Dowód. Najpierw poka»emy, »e je±li limm!1  m(�) =  (�) dla ka»dego� 2 bG oraz f mgm2N jest ci¡giem funkcji wspólnie ograniczonych na bG, to
limm!1 m(U) =  (U)
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w silnej topologii operatorów, tzn.
limm!1 k m(U)f �  (U)fk = 0

dla ka»dego f 2 H. Niech f = P1n=1 �n 2 H. Wówczas
k m(U)f �  (U)fk2 = 1X

n=1
Z
bG j m(�n)�  (�n)j2j�n(�n)j2d�n(�n)

= Z
bG j m(�)�  (�)j2 1X

n=1 j�n(�)j2d�n(�):
Poniewa» miara P1n=1 j�nj2d�n jest sko«czona, wi¦c korzystaj¡c z twierdzeniaLebesgue'a otrzymujemy, »e

limm!1 k m(U)f �  (U)fk2 = 0:
Niech H0 b¦dzie domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ U{niezmiennicz¡ przestrzeni

H. Zaªó»my, »e f = P1n=1 �n 2 H0.
1. Zaªó»my najpierw, »e  jest kombinacj¡ liniow¡ charakterów grupy bG,czyli daje si¦ przedstawi¢ w postaci

 (�) = kX
i=1 ai�(hi);

gdzie ai 2 C, hi 2 G, i = 1; :::; k. Wówczas
 (U)f = kX

i=1 ai
1X
n=1�n(hi)�n(�n) =

kX
i=1 aiUhif;

a st¡d  (U)f 2 H0.
2. Niech  : bG ! C b¦dzie dowolnym odwzorowaniem mierzalnym iograniczonym. Wówczas istnieje ci¡g f mgm2N wspólnie ograniczonychkombinacji liniowych charakterów grupy bG taki, »e limm!1  m(�) = (�) dla ka»dego � 2 bG. Z faktu udowodnionego na pocz¡tku dowoduoraz z punktu 1 dowodu wynika, »e

 (U)f = limm!1 m(U)f 2 H0: �
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Twierdzenie 2.5 Niech U (i) : G ! U(H(i)) b¦dzie reprezentacj¡ uni-
tarn¡ grupy G w o±rodkowej przestrzeni Hilberta H(i), i = 1; 2. Nast¦puj¡ce
warunki s¡ równowa»ne:

(i) reprezentacje U (1) i U (2) s¡ cyklicznie równowa»ne,

(ii) dla pewnego ci¡gu spektralnego miar �1 � �2 � ::: reprezentacji U (1) i
dla pewnego ci¡gu spektralnego miar �1 � �2 � ::: reprezentacji U (2)
istnieje izomor�zm zachowuj¡cy miar¦ S : ( bG; �1)! ( bG; �1) taki, »e

�n = �n � S
dla ka»dego naturalnego n,

(iii) Ec(U (1)) = Ec(U (2)) oraz D(U (1)) = D(U (2)).
Dowód. (i) ) (ii). Niech V : H(1) ! H(2) okre±la cykliczny izomor�zmreprezentacji U (1) i U (2) oraz niech H(1) = L1n=1G(fn) b¦dzie rozkªademspektralnym reprezentacji U (1) takim, »e �fn = �f1jAn . Poªó»my �n := �fndla ka»dego naturalnego n. Na mocy lematu 2.2 otrzymujemy, »e H(2) =L1n=1G(V fn), przy czym jest to rozkªad spektralny reprezentacji U (2). Oz-naczmy �n = �V fn dla ka»dego naturalnego n. Niech V1 : L1n=1 L2( bG; �n) !

H(1) b¦dzie unitarnym izomor�zmem reprezentacji U oraz U (1) takim, »eV1(L2( bG; �n)) = G(fn) oraz niech V2 : H(2) ! L1n=1 L2( bG; �n) b¦dzie unitar-nym izomor�zmem reprezentacji U (2) oraz U takim, »e V2G(fn) = L2( bG; �n),gdzie przypomnijmy
Ug( 1Xn=1 �n(�n)) =

1X
n=1�n(g)�n(�n):

Wówczas operator V 0 = V2V V1 okre±la cykliczny izomor�zm reprezentacji Uokre±lonej naL1n=1 L2( bG; �n) i reprezentacji U okre±lonej naL1n=1 L2( bG; �n).Ponadto, V 0(L2( bG; �n)) = L2( bG; �n) dla ka»dego naturalnego n.Na mocy lematu 2.3, dla ka»dego naturalnego n istnieje izomor�zm nie-singularny Sn : ( bG;B; �n) ! ( bG;B; �n) oraz funkcja hn 2 L2( bG; �n) taka, »eV 0 jL2(bG;�n) � = hn � � � Sn. St¡d otrzymujemy, »e
V 0( 1Xn=1 �n(�n)) =

1X
n=1hn(�n) � �n(Sn�n)
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dla P1n=1 �n 2 L1n=1 L2( bG; �n).Dla dowolnych liczb naturalnych k 6= l, rozwa»my podprzestrze« U -niezmiennicz¡
Hk;l = f�(�k) + �(�l); � 2 L2( bG; �1)gprzestrzeni L1n=1 L2( bG; �n). Wówczas

V 0Hk;l = fhk(�k)�(Sk�k) + hl(�l)�(Sl�l); � 2 L2( bG; �1)g:
Poniewa» V 0Hk;l jest podprzestrzeni¡ U{niezmiennicz¡, wi¦c dla ka»dego � 2L2( bG; �1) oraz g 2 G istnieje funkcja �(g) 2 L2( bG; �1) taka, »e

�k(g)hk(�k)�(Sk�k) + �l(g)hl(�l)�(Sl�l)
= hk(�k)�(g)(Sk�k) + hl(�l)�(g)(Sl�l):Naturalne wªo»enia przestrzeni L2( bG; �k) oraz L2( bG; �l) s¡ ortogonalne wL1n=1 L2( bG; �n), a zatem

�(g)hk(�)�(Sk�) = hk(�)�(g)(Sk�) dla � 2 bG �k � p.w.,�(g)hl(�)�(Sl�) = hl(�)�(g)(Sl�) dla � 2 bG �l � p.w.:
Na mocy lematu 2.3, hk 6= 0 �k{p.w. oraz hl 6= 0 �l{p.w., wi¦c

S�1k (�)(g)�(�) = �(g)(�) oraz S�1l (�)(g)�(�) = �(g)(�) p.w.
(dla odpowiednich miar) dla wszystkich g 2 G. Podstawiaj¡c � = 1 otrzy-mujemy S�1k (�)(g) = �(g)(�) = S�1l (�)(g), czyli S = Sk = Sl dla wszystkichk 6= l. Zatem �n � �n � S dla ka»dego naturalnego n. Zast¦puj¡c teraz �nprzez �n � S otrzymujemy warunek (ii).(ii)) (i). Niech �1 � �2 � ::: b¦dzie ci¡giem spektralnym reprezentacjiU (1) oraz �1 � �2 � ::: ci¡giem spektralnym reprezentacji U (2). Zaªó»my, »eistnieje izomor�zm zachowuj¡cy miar¦ S : ( bG; �1) ! ( bG; �1) taki, »e �n =�n � S dla ka»dego naturalnego n.Rozwa»my operator unitarny V 0 : L1n=1 L2( bG; �n) ! L1n=1 L2( bG; �n)okre±lony wzorem

V 0( 1Xn=1 �n(�n)) =
1X
n=1 �n(S�n):Najpierw poka»emy, »e V 0 okre±la cykliczny izomor�zm reprezentacji U ok-re±lonej na L1n=1 L2( bG; �n) i reprezentacji U okre±lonej na L1n=1 L2( bG; �n).

23



Niech H0 b¦dzie domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ U{niezmiennicz¡ przestrzeniL1n=1 L2( bG; �n). Poka»emy, »e V 0H0 jest równie» U{niezmiennicza.Niech P1n=1 �n(�n) 2 V 0H0. Wówczas istnieje element P1n=1 �n(�n) 2 H0taki, »e �n = �n �S dla n 2 N. Dla ka»dego g 2 G, zde�niujmy odwzorowanie g : bG! T wzorem  g(�) = S�1�(g):Na mocy lematu 2.4,
1X
n=1 g(�n)�n(�n) 2 H0;

a zatem
Ug( 1Xn=1 �n(�n)) =

1X
n=1�n(g)�n(S�n) = V 0( 1Xn=1 g(�n)�n(�n)) 2 V 0H0:

W ten sam sposób mo»emy pokaza¢, »e je±li H1 jest podprzestrzeni¡ U{niezmiennicz¡ przestrzeni L1n=1 L2( bG; �n), to V 0�1H1 jest równie» podprze-strzeni¡ U{niezmiennicz¡. St¡d wynika, »e V = V �12 V 0V �11 ustala cyklicznyizomor�zm reprezentacji U (1) i U (2).(ii)) (iii). Je»eli dla ci¡gu spektralnego �1 � �2 � ::: reprezentacji U (1)oraz ci¡gu spekralnego �1 � �2 � ::: reprezentacji U (2) istnieje izomor�zmzachowuj¡cy miar¦ S : ( bG; �1)! ( bG; �1) taki, »e �n = �n � S dla n 2 N, to
An(U (2)) = S�1An(U (1)); Cn(U (2)) = S�1Cn(U (1)) oraz �d1 = �d1 � S:Zatem

Cn(U (2)) n Cn+1(U (2)) = S�1(Cn(U (1)) n Cn+1(U (1)));�d1 jAn(U(2))nAn+1(U(2)) = �d1 jAn(U(1))nAn+1(U(1)) �Sdla n 2 N oraz
1\
n=1Cn(U (2)) = S�1( 1\n=1Cn(U (1)));

�d1 jT1n=1 An(U(2)) = �d1 jT1n=1 An(U(1)) �S:
St¡d Ec(U (1)) = Ec(U (2)) oraz D(U (1)) = D(U (2)).(iii)) (ii). Niech � i � b¦d¡ maksymalnymi typami spektralnymi odpo-wiednio reprezentacji U (1) i U (2). Poniewa» Ec(U (1)) = Ec(U (2)) i D(U (1)) =D(U (2)), wi¦c

�(Cn(U (2)) n Cn+1(U (2))) > 0() �(Cn(U (1)) n Cn+1(U (1))) > 0
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dla n 2 N oraz
�( 1\n=1Cn(U (2))) > 0() �( 1\n=1Cn(U (1))) > 0;

a ponadto card Dn(U (1)) = card Dn(U (2)) dla n 2 N [ f+1g.Na mocy (5) oraz (6), dla ka»dego n 2 N istnieje izomor�zm niesingularny
Sn : (An(U (2)) n An+1(U (2)); �)! (An(U (1)) n An+1(U (1)); �)

oraz izomor�zm niesingularny
S1 : ( 1\n=1An(U (2)); �)! ( 1\n=1An(U (1)); �)

(miary � i � zaw¦»amy do odpowiednich zbiorów). Zde�niujmy izomor�zmniesingularny S : ( bG; �)! ( bG; �) kªad¡c
S(�) = ( Sn(�) dla � 2 An(U (2)) n An+1(U (2));S1(�) dla � 2 T1n=1An(U (2)):

Wówczas otrzymujemy
� jAn(U(2))� � jAn(U(1)) �S:

Poªó»my �n := � jAn(U(1)) oraz �n := � jAn(U(1)) �S dla n 2 N. Wtedy �1 ��2 � ::: i �1 � �2 � ::: s¡ ci¡gami spektralnymi odpowiednio reprezentacjiU (1) i U (2) oraz �n = �n � S dla n 2 N. �

2.1 Klasy�kacja operatorów unitarnych z ci¡gªym wid-
mem dla relacji cyklicznej równowa»no±ci

Niech T b¦dzie G{dziaªaniem ergodycznym. Wówczas ka»da warto±¢ wªa-sna reprezentacji UT ma krotno±¢ 1. Zatem bezpo±rednio z twierdzenia 2.5otrzymujemy
Wniosek 2.1 Niech T i : G � (Xi;Bi; �i) ! (Xi;Bi; �i) b¦dzie G{dzia-

ªaniem ergodycznym, i=1,2. Wówczas reprezentacje UT 1 i UT 2 s¡ cyklicznie
równowa»ne wtedy i tylko wtedy, gdy Ec(UT 1) = Ec(UT 2) oraz card Sp(UT 1)= card Sp(UT 2).
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G{dziaªanie T : G � (X;B; �) ! (X;B; �) nazywamy sªabo mieszaj¡-
cym, je±li reprezentacja UT ma ci¡gªe widmo na przestrzeni L20(X;B; �), czyliSp(UT ) = f1g.

Wniosek 2.2 Je±li dziaªania T 1 i T 2 s¡ sªabo mieszaj¡ce, to s¡ one
cyklicznie równowa»ne wtedy i tylko wtedy, gdy Ec(UT 1) = Ec(UT 2).

Rozwa»my teraz sytuacj¦ G = Z. W pracy [36] M. Lema«czyk i JakubKwiatkowski pokazali, »e
Twierdzenie 2.6 Dla dowolnego zbioru A � N takiego, »e 1 2 A istnieje

automor�zm ergodyczny T : (X;B; �) ! (X;B; �) taki, »e E(UT ) = A.
Dodatkowo, T mo»na tak skonstruowa¢, aby byª on sªabo mieszaj¡cy.

Ponadto, automor�zmy sªabo mieszaj¡ce z pracy [36] maj¡ singularnewidmo oraz speªniaj¡ nast¦puj¡c¡ wªasno±¢:
Ec(UT ) = E(UT ) = A:

Niech � : (Y; C; �) ! (Y; C; �) b¦dzie automor�zmem z widmem Lebesgue'aprzeliczalnie krotnym. Rozwa»my automor�zm produktowy
T � � : (X�Y;B
C; ���)! (X�Y;B
C; ���); T � �(x; y) = (Tx; �y):
Niech L20(X;�) = L1n=1 Z(fn), gdzie �f1 � �f2 � ::: oraz niech L20(Y; �) =L1m=1 Z(gm), gdzie �g1 = �g2 = ::: = �. Dla dowolnych funkcji f 2 L2(X;�)oraz g 2 L2(Y; �) przez f 
 g 2 L2(X � Y; � � �) oznaczmy ich produkttensorowy, tzn. f 
 g(x; y) = f(x)g(y). Wówczas

�f
g = �f � �g:
Na mocy twierdzenia Fubiniego,

L2(X � Y; �� �) = Z(1
 1)� 1M
n=1Z(fn 
 1)�H;

gdzie H jest podprzestrzeni¡ domkni¦t¡ L2(X � Y; �� �) generowan¡ przezfunkcje ffnT k 
 gm� l;m;n 2 N; k; l 2 Zg oraz f1 
 gm� l;m 2 N; l 2 Zg.Poniewa» splot dowolnej miary z miar¡ Lebesgue'a jest równowa»ny mierzeLebesgue'a, wi¦c na mocy lematu 1.3, operator UT�� ma widmo Lebesgue'a
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na przestrzeni H. Ponadto, �1
gm = � dla m 2 N, a st¡d UT�� ma widmoLebesgue'a przeliczalnie krotne na H. Poniewa» �fn
1 = �fn dla n 2 N, wi¦c
�1 + �+ �0 � �2 + �� �3 + �� :::

jest ci¡giem spektralnym automor�zmu T � � . Wszystkie miary �n s¡ singu-larne, a zatem
Ec(T � �) = E(T � �) = E(T ) [ f+1g:

St¡d wynika, »e dla dowolnego zbioru A � N [ f+1g takiego, »e 1 2 Aistnieje automor�zm sªabo mieszaj¡cy T taki, »e E(UT ) = Ec(UT ) = A.Zatem bezpo±rednio z twierdzenia 2.5 otrzymujemy
Wniosek 2.3 Niech M1;C b¦dzie zbiorem operatorów unitarnych prze-

strzeni Hilberta H, które maj¡ ci¡gªe widmo oraz 1 2 E(U). Wówczas dowol-
ny operator ze zbioru M1;C jest cyklicznie równowa»ny pewnemu opertorowi
Koopmana UT : L20(X;�) ! L20(X;�), gdzie T : (X;B; �) ! (X;B; �) jest
automor�zmem sªabo mieszaj¡cym.

Twierdzenie 2.6 zostaªo uogólnione na Zd{dziaªania w pracy [8]. Post¦-puj¡c analogicznie jak w przypadku dziaªania grupy Z otrzymujemy
Wniosek 2.4 Niech Md1;C b¦dzie zbiorem reprezentacji unitarnych U :

Zd ! U(H), które maj¡ ci¡gªe widmo oraz 1 2 E(U). Wówczas dowolna
reprezentacja ze zbioru Md1;C jest równowa»na pewnej reprezentacji Koop-
mana UT : Zd ! U(L20(X;�)), gdzie T : Zd � (X;B; �) ! (X;B; �) jest
Zd{dziaªaniem sªabo mieszaj¡cym.
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3 Rozszerzenia Zd-obrotów
Przez Td (d 2 N) b¦dziemy oznacza¢ d-wymiarowy torus, tzn. grup¦

f(z1; :::; zd) 2 Cd; jz1j = ::: = jzdj = 1g:
W rozprawie b¦dziemy równie» stosowa¢ zapis addytywny, tzn. grup¦ Tdb¦dziemy uto»samia¢ z grup¡ Rd=Zd. Niech X b¦dzie dowolnym zbiorem.Funkcj¦ f : Rd=Zd ! X b¦dziemy uto»samia¢ z funkcj¡ Zd{okresow¡ ok-re±lon¡ na Rd, tzn. okresow¡ o okresie 1 ze wzgl¦du na ka»d¡ wspóªrz¦dn¡.Przez �d oznaczmy unormowan¡ miar¦ Lebesgue'a na Td.Niech � : Zd ! Td b¦dzie grupowym homomor�zmem. Wówczas

�(m1; :::;md) = (e2�i(�11m1+:::+�1dmd); :::; e2�i(�d1m1+:::+�ddmd));
gdzie � = [�jk]j;k=1:::d jest d � d macierz¡ rzeczywist¡. Rozwa»my Zd-obrót
T na grupie Td dany wzorem

T m z = �(m) z = (e2�i(�11m1+:::+�1dmd)z1; :::; e2�i(�d1m1+:::+�ddmd)zd);gdzie m = (m1; :::;md) 2 Zd, z = (z1; :::; zd) 2 Td. Nast¦puj¡cy lemat jestªatwym wnioskiem z lematu 1.8.
Lemat 3.1 T jest obrotem ergodycznym wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»-

dego m 2 Zd n f0g mamy m� =2 Zd. T jest obrotem wolnym wtedy i tylko
wtedy, gdy dla ka»dego m 2 Zd n f0g mamy �m T =2 Zd. �Oznaczmy T j = T (0;:::;0;j1;0;:::;0) dla j = 1; :::; d. Dla dowolnej funkcji  :
Td ! T oraz n 2 Z, j = 1; :::; d oznaczmy

 (n;j)(z) =
8><>:

 (z) (T j z)::: (T n�1j z) gdy n > 01 gdy n = 0( (T nj z) (T n+1j z)::: (T �1j z))�1 gdy n < 0:
Niech � : Zd � Td ! T b¦dzie T-kocyklem (dla ka»dego m;n 2 Zd,�m+n(z) = �m(T n z)�n(z)). Wówczas � mo»na przedstawi¢ w postaci
�m(z) = �(m1;1)1 (T m22 T m33 :::T mdd z)�(m2;2)2 (T m33 :::T mdd z):::�(md;d)d (z);

gdzie �j = �(0;:::;0;j1;0;:::;0) dla j = 1; :::; d. Ponadto, dla dowolnych j; k = 1; :::; dprawdziwa jest równo±¢
�j(T k z)�j(z)�1 = �k(T j z)�k(z)�1:(7)
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Zaªó»my, »e � jest dodatkowo ci¡gªym kocyklem. Przedstawmy funkcje �1; :::;�d w postaci
�1(e2�ix1 ; :::; e2�ixd) = e2�i('1(x1;:::;xd)+a11x1+:::+a1dxd):::�d(e2�ix1 ; :::; e2�ixd) = e2�i('d(x1;:::;xd)+ad1x1+:::+addxd);

gdzie A(�) = [ajk]j;k=1:::d 2Md(Z) oraz '1; :::; 'd : Rd ! R s¡ Zd-okresowymifunkcjami ci¡gªymi. W powy»szej reprezentacji kocyklu �, macierz A(�) jestzde�niowana jednoznacznie, za± funkcje '1; :::; 'd s¡ jednoznaczne z dokªad-no±ci¡ do staªej caªkowitej. Macierz A(�) b¦dziemy nazywa¢ macierz¡ kr¦ce-
nia kocyklu �.Niech Tj : Rd=Zd ! Rd=Zd dla j = 1; :::; d b¦dzie przesuni¦ciem danymwzorem Tj(x1; :::; xd) = (x1 + �1j; :::; xd + �dj):Rozwa»my Zd{obrót T na grupie Rd=Zd okre±lony nast¦puj¡co:

Tm = Tm11 � ::: � Tmdd ; m = (m1; :::;md) 2 Zd:
Z (7) otrzymujemy

e(2�i('j(Tk x)�'j(x)+Pd
l=1 ajl�lk)) = e(2�i('k(Tj x)�'k(x)+Pd

l=1 akl�lj));
a zatem

'j(Tk x)� 'j(x)� ('k(Tj x)� 'k(x)) + (A�)jk � (A�)kj = djk 2 Z:
Poniewa» Z

Td
('j(Tk x)� 'j(x)� ('k(Tj x)� 'k(x)))dx = 0;

wi¦c 'j(Tk x)� 'j(x) = 'k(Tj x)� 'k(x)dla j; k = 1; :::; d oraz
(A�)� (A�)T 2Md(Z):(8)

Zatem odwzorowanie ' : Zd � Rd=Zd ! R dane wzorem
'm(x) = '(m1;1)1 (Tm22 Tm33 :::Tmdd x) + '(m2;2)2 (Tm33 :::Tmdd x) + :::+ '(md;d)d (x)
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jest R-kocyklem, przy czym
 (n;j)(x) =

8><>:
 (x) +  (Tj x) + :::+  (T n�1j x) gdy n > 00 gdy n = 0

�( (T nj x) +  (T n+1j x) + :::+  (T�1j x)) gdy n < 0
dla dowolnej funkcji mierzalnej  : Rd=Zd ! R.Przez L2d � L2(Td+1; �d+1) oznaczmy podprzestrze« funkcji zale»nych tyl-ko od pierwszych d wspóªrz¦dnych. Niech T b¦dzie dowolnym Zd{obrotem na
Td oraz niech � : Zd�T! T b¦dzie dowolnym T{kocyklem. Wówczas repre-zentacja UT � na podprzestrzeni L2d jest unitarnie równowa»na reprezentacjiUT , czyli ma czysto dyskretne widmo. Do caªkowitego opisu reprezentacjiUT � wystarczy zatem wiedzie¢, jak dziaªa ona na podprzestrzeni L2d?.W przypadku d = 1, kocykl � jest generowany przez funkcj¦ �1. Wówczasmacierz kr¦cenia kocyklu � jest stopniem topologicznym funkcji �1. W tymprzypadku znane s¡ pewne zale»no±ci pomi¦dzy A(�) i wªasno±ciami spek-tralnymi rozszerzenia T �.Dla przykªadu w pracy [30] udowodniono, »e je±li A(�) 6= 0 oraz � jest kocy-klem absolutnie ci¡gªym oraz �0 ma wahanie ograniczone, to T � ma widmoLebesgue'a przeliczalnie krotne na przestrzeni L2d?. W powy»szej pracy auto-rzy pokazali równie», »e je±li kocykl � jest absolutnie ci¡gªy, to rozszerzenie
T � jest mieszaj¡ce na przestrzeni L2d?. Inny warunek konieczny dla uzyska-nia widma Lebesgue'a przeliczalnie krotnego zostaª przedstawiony w [28] wterminach asymptotycznych wªasno±ci wspóªczynników Fouriera kocyklu �.Z drugiej strony w [16] P. Gabriel, M. Lema«czyk, P. Liardet pokazali, »eje±li A(�) = 0 oraz � jest kocyklem absolutnie ci¡gªym, to T � ma widmosingularne.W tym rozdziale b¦dziemy bada¢ wªasno±ci spektralne rozszerze« Zd-obrotów dla d > 1. Najpierw rozwa»my najprostszy przypadek, gdy � jestkocyklem a�nicznym, tzn. funkcje '1; :::; 'd s¡ staªe. Poni»sze twierdzeniejest uogólnieniem na dziaªania grupy Zd znanego rezultatu Anzaia ([3]).

Twierdzenie 3.2 Niech T b¦dzie Zd{obrotem na Td ergodycznym i wol-
nym. Je±li � : Zd � Td ! T jest kocyklem a�nicznym oraz detA(�) 6= 0, to
rozszerzenie T � ma widmo Lebesgue'a przeliczalnie krotne na L2d?.Dowód. Dla dowolnych q 2 Z n f0g oraz m 2 Zd oznaczmy

sm;q = j
Z

Td
(�(z))dd z j = j

Z
Td
e2�iqmA(�)x T dx j:
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Na mocy lematu 1.9 oraz wniosku 1.1 wystarczy pokaza¢, »e dla ka»degoq 2 Z n f0g, X
m2Zd

s2m;q <1:
Dla dowolnej liczby caªkowitej m oznaczmy jmj1 = max(jmj; 1). ªatwo za-uwa»y¢, »e
sm;q = dY

k=1 j
Z

T
e2�iqPd

j=1mjajkxdxj = 1
j2q�Pdj=1mjaj1j1:::j2q�Pdj=1mjajdj1 ;

gdzie A(�) = [ajk]j;k=1;:::;d oraz m = (m1; :::;md). Poniewa» detA(�) 6= 0,wi¦c
X
m2Zd

s2m;q ¬
X
m2Zd

1
j
Pdj=1mjaj1j21:::jPdj=1mjajdj21

= X
m2Zd

1
jm1j21:::jmdj21 <1: �

Spróbujemy uogólni¢ ten rezultat na wi¦ksz¡ klas¦ kocykli. Poka»emy, »eje±li kocykl � jest sªabo absolutnie ci¡gªy oraz detA(�) 6= 0, to rozszerze-nie T � jest mieszaj¡ce na przestrzeni L2d?. Jednak okazuje si¦, »e uzyskaniewidma Lebesgue'a, dla szerszej klasy kocykli, w przypadku, gdy d  2 niejest ªatwe, gdy» zawodz¡ argumenty (z dowodu dla d = 1) wykorzystuj¡cetwierdzenie ergodyczne dla pochodnych. Dla uzyskania widma Lebesgue'awprowadzimy poj¦cie Zd{obrotu sko«czonego typu (patrz [34]), tzn. obrotu,który jest wolno aproksymowany przez obroty wymierne. Dla d = 2 poka-»emy, »e je±li detA(�) 6= 0 oraz T jest Z2{obrotem sko«czonego typu, tonakªadaj¡c pewne zaªo»enia na � (np. � klasy C4) otrzymamy widmo Lebes-gue'a przeliczalnie krotne.W przypadku detA(�) = 0 udowodnimy, »e je±li rz¡dA(�) = 1 (lubrz¡dA(�) = 0 oraz istnieje kierunek m 2 Z2 n f0g taki, »e automor�zm T mnie jest ergodyczny) oraz � jest kocyklem absolutnie ci¡gªym, to T � mawidmo singularne.
3.1 Mieszanie rozszerze« Zd-obrotów
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De�nicja 3.1 Mówimy, »e funkcja f : Rd=Zd ! R jest sªabo abso-
lutnie ci¡gªa (w skrócie SAC), je±li f jest ci¡gªa oraz dla ka»dego punktu(x1; :::; xj�1; xj+1; :::; xd) 2 Rd�1 funkcja

f(x1; :::; xj�1; �; xj+1; :::; xd) : R=Z! R

jest absolutnie ci¡gªa oraz @f@xj 2 L1(Rd=Zd) dla j = 1; :::; d.
Niech T b¦dzie Zd{obrotem ergodycznym na Td. Mówimy, »e � : Zd �

Td ! T jest SAC kocyklem, je±li ' : Zd � Rd=Zd ! R jest SAC kocyklem.Uwaga. Operatory ró»niczkowania s¡ przemienne z dziaªaniem Zd{obro-tu T , tzn. dla dowolnej funkcji f : Rd=Zd ! R oraz j; l = 1; :::; d,
( @@xl f)Tj = @@xl (fTj) = @@xl fTj:

Lemat 3.3 Niech T b¦dzie Zd{obrotem ergodycznym na Td. Je±li � :
Zd � Td ! T jest SAC kocyklem, to dla wszystkich j; l = 1; :::; d

limn!1
1n @@xl'(n;j)j = 0 w L1(Rd=Zd):

Dowód. Dla ka»dego j = 1; :::; d zde�niujmy operator
Pj : L1(Rd=Zd)! L1(Rd=Zd); Pjf = limn!1

1nf (n;j);
zbie»no±¢ jest w normie przestrzeni L1(Rd=Zd). Operator jest dobrze okre±-lony, gdy» zbie»no±¢ powy»szego ci¡gu wynika z twierdzenia ergodycznegoBirkho�a. Ponadto,

Pjf � Tj = Pjf; Z
Td
Pj fdx = Z

Td
f dx oraz Pk(f � Tj) = Pkf � Tj

dla j; k = 1; :::; d. Poniewa»
'j � Tk � 'j = 'k � Tj � 'k;

wi¦c @'j@xl � Tk � @'j@xl = @'k@xl � Tj � @'k@xl ;
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a zatem
(Pj @'j@xl ) � Tk � Pj @'j@xl = (Pj @'k@xl ) � Tj � Pj @'k@xl = 0:

St¡d funkcja Pj @'j@xl jest T -niezmiennnicza, czyli staªa. Poniewa»
Z

Td
Pj @'j@xl dx = Z

Td
@'j@xl dx = 0;

wi¦c otrzymujemy Pj @'j@xl = 0. �

Twierdzenie 3.4 Niech T b¦dzie Zd{obrotem ergodycznym na Td oraz
niech � : Zd � Td ! T b¦dzie SAC kocyklem. Rozwa»my T{rozszerzenie
dziaªania T

T � : Zd � Td � T! Td � T; (T �)m(z; !) = (T m z; �m(z)!):
Je»eli detA(�) 6= 0, to T � jest dziaªaniem mieszaj¡cym na przestrzeni L2d?,
tzn. dla ka»dego f; g 2 L2d? mamy limm!1(f(T �)m; g) = 0, a zatem i ergodycz-
nym.

Dowód. Warunek mieszania wystarczy sprawdzi¢ dla charakterów posta-ci �1(z; !) = z p 1!q, �2(z; !) = z p 2!q, gdzie p 1;p 2 2 Zd oraz q 2 Z n f0g.Poniewa»
j(�1(T �)m; �2)j = j

Z
Td+1(T m z)p 1�zp 2�m(z)q!q�!qd z d!j

= j
Z

Td
�m(z)q z (p 1�p 2)d z j

= j
Z

Td
e2�i(q'm(x)+(qmA(�)+p 1�p 2)x T )dx j;

wi¦c wystarczy pokaza¢, »e
limm!1 j

Z
Td
e2�i(q'm(x)+(qmA(�)+p)x T )dx j = 0

dla ka»dego p 2 Zd i q 2 Z n f0g. Dla uproszczenia rachunków zaªó»my, »e
p = 0. W przypadku p 6= 0 dowód przybiega bardzo podobnie.
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Zbiór Zd n f0g przedstawmy jako sum¦ (mnogo±ciow¡) podzbiorów V1; :::;Vd, gdzie
Vl = fm 2 Zd n f0g; j dX

j=1mjajlj = max1¬k¬d j dX
j=1mjajkjg

dla l = 1; :::; d. ªatwo zauwa»y¢, »e ka»dy ze zbiorów Vl jest zbiorem niesko«-czonym. Wystarczy pokaza¢, »e dla ka»dego l = 1; :::; d
limm!1;m2Vl j

Z
Td
e2�iq('m(x)+mA(�)x T )dx j = 0:

Najpierw poka»emy, »e istnieje staªa C > 0 taka, »e dla dowolnego l =1; :::; d, je±li m 2 Vl, to
jmkj ¬ Cj dX

j=1mjajlj(9)
dla dowolnego k = 1; :::; d. Je±li m 2 Vl, to wówczas jckj ¬ jclj dla ka»degok = 1; :::; d, gdzie ci = Pdj=1mjaji. Kªad¡c A = A(�), ze wzoru Crameraotrzymujemy

jmkj = jc1 detA1k + :::+ cd detAdkj
j detAj

¬
j detA1kj+ :::+ j detAdkj

j detAj jclj:
Zatem kªad¡c C = dX

r;s=1 j detArsj=j detAj dostajemy (9). Dla m 2 Zd oraz
q 2 Z n f0g poªó»my

sm;q = j
Z

Td
(�m(z))qd z j = j

Z
Td
e2�iq('m(x)+mA(�)x T )dx j:

Stosuj¡c twierdzenie Fubiniego i caªkowanie przez cz¦±ci dla caªek Stieltjesa,dla ka»dego m 2 Vl otrzymujemy
sm;q = j

Z
Td�1 e2�iqPd

j;k=1;k 6=lmjajkxk
(Z

T
e2�iq('m(x)+Pd

j=1mjajlxl)dxl)dx1:::ddxl:::dxdj
¬

Z
Td�1 j

Z
T
e2�iq('m(x)+Pd

j=1mjajlxl)dxljdx1:::ddxl:::dxd
34



= 12�jqPdj=1mjajlj
Z

Td�1 j
Z

T
e2�iq'm(x)de2�iqPd

j=1mjajlxljdx1:::ddxl:::dxd
= 12�jqPdj=1mjajlj

Z
Td�1 j

Z
T
e2�iqPd

j=1mjajlxlde2�iq'm(x)jdx1:::ddxl:::dxd
= 1

j
Pdj=1mjajljZ
Td�1 j

Z
T
e2�iq('m(x)+Pd

j=1mjajlxl) @@xl'm(x)dxljdx1:::ddxl:::dxd
¬

1
j
Pdj=1mjajlj

Z
Td
j
@@xl'm(x)jdx

¬
dX

k=1
jmkj

j
Pdj=1mjajlj

Z
Td
j
@@xl'(mk;k)k (x)mk jdx :

Zde�niujmy ci¡g liczb rzeczywistych nieujemnych fbngn2Znf0g kªad¡c
bn = max1¬k¬d

Z
Td
j
@@xl'(n;k)k (x)n jdx :

Zauwa»my, »e bn = b�n. Korzystaj¡c z lematu 3.3 otrzymujemy, »e limn!1 bn =0. Je»eli ci¡g fnbngn2N jest ograniczony przez liczb¦ M > 0, to sumuj¡cnierówno±ci (9) dla k = 1; :::; d otrzymujemy
j
Z

Td
e2�iq('m(x)+mA(�)x T )dx j ¬ dX

k=1
jmkbmk j

j
Pdj=1mjajlj ¬ d2MC 1Pdk=1 jmkj :

Poniewa» limm!1 1= dX
k=1 jmkj = 0, wi¦c otrzymujemy
limm!1;m2Vl j

Z
Td
e2�iq('m(x)+mA(�)x T )dx j = 0:

Zaªó»my, »e ci¡g fnbngn2N nie jest ograniczony. We¹my dowoln¡ liczb¦rzeczywist¡ " > 0. Wówczas wystarczy pokaza¢, »e istnieje taka liczba rze-czywista R > 0, »e je±li m = (m1; :::;md) 2 Vl oraz max(jm1j; :::; jmdj) > R,to
j
Z

Td
e2�iq('m(x)+mA(�)x T )dx j < ":
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Niech n0 b¦dzie liczb¡ naturaln¡ tak¡, »e dla ka»dego caªkowitego n, jnj  n0mamy bn < "2dC . Poªó»myR = minfr 2 N; r  n0;max
jnj¬r jnbnj ¬ rbrg:

Wówczas dla ka»dego jnj > R mamy bn < "2dC . Je»eli m 2 Vl, przy czymmax(jm1j; :::; jmdj) > R, to zbiór
D = fk 2 f1; :::; dg; jmkj > Rg

jest niepusty. Wybierzmy k0 2 D. Korzystaj¡c z (9) otrzymujemy
sm;q ¬

dX
k=1

jmkbmk j
j
Pdj=1mjajlj ¬

X
k2DCbmk + X

k=2DC
jmkbmk j
jmk0j

¬ "=2 + X
k=2DC

RbRR ¬ "=2 + X
k=2DCbR < ";

co ko«czy dowód twierdzenia. �

Wniosek 3.1 Je»eli kocykl � jest klasy C1 oraz detA(�) 6= 0, to rozsze-
rzenie T � jest mieszaj¡ce na L2d?.
3.2 Funkcje o wahaniu ograniczonym na I2

Przez I2 � R2 oznaczmy kwadrat jednostkowy [0; 1] � [0; 1]. Dla dane-go domkni¦tego prostok¡ta Q = [a1; a2] � [b1; b2] � I2 okre±lmy funkcjonaªliniowy ��Q : CI2 ! C wzorem
��Qf = f(a2; b2)� f(a1; b2)� f(a2; b1) + f(a1; b1):

Podziaªem P kwadratu I2 nazywamy rozbicie I2 na prostok¡ty [�(1)i1 ; �(1)i1+1]
�[�(2)i2 ; �(2)i2+1] zadane przez ci¡gi

f(�(j)0 ; �(j)1 ; :::; �(j)mj); 0 = �(j)0 ¬ ::: ¬ �(j)mj = 1 ; j = 1; 2g:
Dla danego podziaªu zde�niujmy dla i1 = 0; :::;m1� 1 oraz i2 = 0; :::;m2� 1funkcjonaª liniowy �i1i2 : CI2 ! C wzorem

�i1i2f = ��[�(1)i1 ;�(1)i1+1]�[�(2)i2 ;�(2)i2+1]f= f(�(1)i1+1; �(2)i2+1)� f(�(1)i1+1; �(2)i2 )� f(�(1)i1 ; �(2)i2+1) + f(�(1)i1 ; �(2)i2 ):
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De�nicja 3.2 Dla dowolnej funkcji f : I2 ! C, wahaniem f nazywamywielko±¢ Var(2)f = supP2P
m1�1X
i1=0

m2�1X
i2=0 j�i1i2f j;

gdzie P jest rodzin¡ wszystkich podziaªów kwadratu I2. Je»eli Var(2)f jestliczb¡ rzeczywist¡, to mówimy, »e funkcja f ma wahanie ograniczone na I2
w sensie Vitaliego.

De�nicja 3.3 Funkcj¦ f ma wahanie ograniczone w sensie Hardy'ego-
Krauzego na I2, je»eli f ma wahanie ograniczone na I2 w sensie Vitaliegooraz funkcje f(0; �); f(�; 0) : I ! C maj¡ wahanie ograniczone w zwykªymsensie, gdzie I = [0; 1].

W dalszej cz¦±ci rozprawy zamiast okre±lenia wahanie ograniczone w sen-sie Hardy'ego-Krauzego, dla skrótu b¦dziemy stosowali okre±lenie wahanieograniczone. Oznaczmy przez BV przestrze« funkcji o wahaniu ograniczo-nym na I2. Na przestrzeni liniowej BV zde�niujmy norm¦
kfkBV = sup

x2I2 jf(x)j+VarIf(�; 0) + VarIf(0; �) + Var(2)f:
Uwaga. Je±li funkcja ma wahanie ograniczone na I2, to jest caªkowalnaw sensie Riemanna na I2 (patrz [26] §448).
Lemat 3.5 Niech f b¦dzie funkcj¡ o wahaniu ograniczonym na I2. Roz-

wa»my funkcj¦ g : [a; b] ! C dan¡ wzorem g(t) = f(c1t + d1; c2t + d2),
gdzie (c1a + d1; c2a + d2); (c1b + d1; c2b + d2) 2 I2. Wówczas g ma wahanie
ograniczone na [a; b] oraz

Var[a;b]g ¬ VarIf(�; 0) + VarIf(0; �) + Var(2)f ¬ kfkBV :
Dowód. ªatwo zauwa»y¢, »e dla dowolnego prostok¡ta [a1; a2]� [b1; b2] �I2 mamy
f(a2; b2)� f(a1; b1) = ��[a1;a2]�[b1;b2]f +��[0;a1]�[b1;b2]f(10) +��[a1;a2]�[0;b1]f+f(a2; 0)� f(a1; 0) + f(0; b2)� f(0; b1):
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Niech a = t0 < t1 < ::: < tn�1 < tn = b. Dla k = 0; 1; :::; n oznaczmy(� (1)k ; � (2)k ) = (c1tk + d1; c2tk + d2). Wówczas
nX
k=1 jg(tk)� g(tk�1)j = nX

k=1 jf(� (1)k ; � (2)k )� f(� (1)k�1; � (2)k�1)j
¬

nX
k=1(j��[� (1)k�1;� (1)k ]�[� (2)k�1;� (2)k ]f j+j��[0;� (1)k�1]�[� (2)k�1;� (2)k ]f j+ j��[� (1)k�1;� (1)k ]�[0;� (2)k�1]f j+jf(� (1)k ; 0)� f(� (1)k�1; 0)j+ jf(0; � (2)k )� f(0; � (2)k�1)j)

¬ VarIf(�; 0) + VarIf(0; �) + Var(2)f �

Wniosek 3.2 Je±li funkcja g : R=Z ! C jest dana wzorem g(t) =f(fpt+ cg; fqt+ dg), gdzie p; q 2 Z, c; d 2 R, to
Var[0;1]g ¬ jpj1jqj1kfkBV :

Dowód. Poniewa» VarIg = VarIg(��c=p), wi¦c mo»emy zaªo»y¢, »e c = 0.Dla uproszczenia rachunków zaªó»my, »e p; q > 0. Dowody w pozostaªychprzypadkach przebiegaj¡ podobnie. Niech R b¦dzie podziaªem odcinka [0; 1]na odcinki, których ko«cami s¡ punkty k=p dla k = 0; :::; p � 1 oraz punkty(l � d)=q dla l = [d + 1]; :::; [d + 1] + q � 1. Zatem R zawiera co najwy»ejpq elementów. Dowolny odcinek J 2 R jest postaci [k=p; (k + 1)=p] \ [(l �d)=q; (l + 1 � d)=q], a zatem (fptg; fqt + dg) = (pt � k; qt + d � l) 2 I2 dlat 2 J . Korzystaj¡c z poprzedniego lematu otrzymujemy, »e
VarJg ¬ kfkBV ;

a zatem Var[0;1]g = X
J2RVarJg ¬ pqkfkBV : �

Niech P b¦dzie podziaªem I2 zadanym przez ci¡gi f(�(j)0 ; �(j)1 ; :::; �(j)mj); 0 =�(j)0 ¬ ::: ¬ �(j)mj = 1; j = 1; 2g. Wówczas liczb¦
�(P ) = max0¬i1<m1;0¬i2<m2

j�(1)i1+1 � �(1)i1 jj�(2)i2+1 � �(2)i2 j
nazywamy ±rednic¡ podziaªu P .
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De�nicja 3.4 Niech f; g : I2 ! C b¦d¡ dowolnymi funkcjami ograni-czonymi. Je»eli dla ka»dego ci¡gu podziaªów fPkgk2N zadanego przez ci¡-gi f(�(j;k)0 ; �(j;k)1 ; :::; �(j;k)mj;k); j = 1; 2g takiego, »e limk!1 �(Pk) = 0 oraz dlaka»dego ci¡gu f�(k)i1i2 ; is = 1; :::;ms;k � 1; s = 1; 2; k 2 Ng, gdzie �(k)i1i2 2[�(1;k)i1 ; �(1;k)i1+1]� [�(2;k)i2 ; �(2;k)i2+1] mamy
limk!1

m1;k�1X
i1=0

m2;k�1X
i2=0 f(�(k)i1i2)�i1i2g = C;

to liczb¦ C nazywamy caªk¡ Riemanna-Stieltjesa i oznaczamy RI2 fdg.
Uwaga. Je±li f; g s¡ funkcjami o wahaniu ograniczonym oraz przynaj-mniej jedna z nich jest ci¡gªa, to caªka RI2 fdg istnieje (patrz [26] §448).Przypomnijmy, »e je±li f; g : I ! C s¡ funkcjami o wahaniu ograniczonymi caªka RI fdg istnieje, to

j
Z
I fdgj ¬ supx2I jf(x)jVarIg:(11)

Bezpo±rednio z de�nicji caªki otrzymujemy równie»
Lemat 3.6 Je±li f; g : I2 ! C s¡ funkcjami o wahaniu ograniczonym w

sensie Vitaliego i caªka
RI2 fdg istnieje, to

j
Z
I2 fdgj ¬ supx2I2 jf(x)jVar(2)g: blacksquare

Twierdzenie 3.7 (o caªkowaniu przez cz¦±ci) (patrz [26] §448.)
Niech f; g : I2 ! C b¦d¡ funkcjami o wahaniu ograniczonym oraz niech
przynajmniej jedna z nich b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. WówczasZ

I2 fdg = Z
I2 gdf �

Z
I g(�; 1)df(�; 1) +

Z
I g(�; 0)df(�; 0)

�
Z
I g(1; �)df(1; �) +

Z
I g(0; �)df(0; �) + ��I2gf:�

Niech f : R2 ! C b¦dzie funkcj¡ Z2{okresow¡. Mówimy, »e f ma wahanieograniczone, je±li po obci¦ciu do kwadratu I2 ma ona wahanie ograniczone.Dla dowolnej funkcji f : R2=Z2 ! C rozwa»my funkcj¦ fa;b(x1; x2) = (x1 +a; x2 + b). Z de�nicji wahania otrzymujemy, »e Var(2)fa;b = Var(2)f .Bezpo±rednio z poprzedniego twierdzenia otrzymujemy
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Wniosek 3.3 Niech f; g : R2=Z2 ! C b¦d¡ funkcjami o wahaniu ograni-
czonym oraz niech przynajmniej jedna z nich b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. WówczasZ

I2 fdg =
Z
I2 gdf: �Przypomnijmy, »e je±li f; g : I ! C s¡ funkcjami o wahaniu ograniczo-nym, to fg ma wahanie ograniczone oraz

VarIfg ¬ supx2I jf(x)jVarIg + supx2I jg(x)jVarIf:(12)
Lemat 3.8 Je±li f; g 2 BV , to fg 2 BV oraz

Var(2)fg ¬ sup
x2I2 jf(x)jVar(2)g + sup

x2I2 jg(x)jVar(2)f+(Var(2)f +VarIf(0; �))(Var(2)g +VarIg(0; �))+(Var(2)f +VarIf(�; 0))(Var(2)g +VarIg(�; 0)):
Dowód. ªatwo zauwa»y¢, »e dla dowolnego prostok¡ta [a1; a2]� [b1; b2] �I2 mamy
��[a1;a2]�[b1;b2]fg = f(a2; b2)��[a1;a2]�[b1;b2]g + g(a1; b1)��[a1;a2]�[b1;b2]f+(f(a2; b2)� f(a2; b1))(g(a2; b1)� g(a1; b1))+(f(a2; b2)� f(a1; b2))(g(a1; b2)� g(a1; b1))= f(a2; b2)��[a1;a2]�[b1;b2]g + g(a1; b1)��[a1;a2]�[b1;b2]f+(��[0;a2]�[b1;b2]f + f(0; b2)� f(0; b1))(��[a1;a2]�[0;b1]g + g(a2; 0)� g(a1; 0))+(��[a1;a2]�[0;b2]f + f(a2; 0)� f(a1; 0))(��[0;a1]�[b1;b2]g + g(0; b2)� g(0; b1)):

Niech P b¦dzie podziaªem zadanym przez ci¡gi
f(�(j)0 ; �(j)1 ; :::; �(j)mj); 0 = �(j)0 ¬ ::: ¬ �(j)mj = 1 ; j = 1; 2g:

Oznaczmy
�f;g = m1�1X

i1=0
m2�1X
i2=0 j�i1i2fgj:

40



Wówczas
�f;g ¬ sup

x2I2 jf(x)j
m1�1X
i1=0

m2�1X
i2=0 j�i1i2gj+ sup

x2I2 jg(x)j
m1�1X
i1=0

m2�1X
i2=0 j�i1i2f j

+m2�1X
i2=0 (j��[0;�(1)i1+1]�[�(2)i2 ;�(2)i2+1]f j+ jf(0; �(2)i2+1)� f(0; �(2)i2 )j)

m1�1X
i1=0 (j��[�(1)i1 ;�(1)i1+1]�[0;�(2)i2 ]g j+ jg(�(1)i1+1; 0)� g(�(1)i1 ; 0)j)
+m1�1X

i1=0 (j��[�(1)i1 ;�(1)i1+1]�[0;�(2)i2+1]f j+ jf(�(1)i1+1; 0)� f(�(1)i1 ; 0)j)
m2�1X
i2=0 (j��[0;�(1)i1 ]�[�(2)i2 ;�(2)i2+1]g j+ jg(0; �(2)i2+1)� g(0; �(2)i2 )j)

¬ sup
x2I2 jf(x)jVar(2)g + sup

x2I2 jg(x)jVar(2)f+(Var(2)f +VarIf(0; �))(Var(2)g +VarIg(0; �))+(Var(2)f +VarIf(�; 0))(Var(2)g +VarIg(�; 0)): �
St¡d bezpo±rednio otrzymujemy

Wniosek 3.4 kfgkBV ¬ 2kfkBV kgkBV . �

Przypomnijmy, »e je±li f : I ! C ma wahanie ograniczone oraz istniejeliczba rzeczywista a > 0, dla której 0 < a ¬ jf(x)j dla ka»dego x 2 I, tofunkcja 1=f ma wahanie ograniczone oraz
VarI( 1f ) ¬ VarIfa2 :(13)

Lemat 3.9 Niech f 2 BV . Zaªó»my, »e istnieje liczba rzeczywista a > 0,
dla której 0 < a ¬ jf(x)j dla ka»dego x 2 I2. Wówczas 1=f 2 BV oraz

Var(2) 1f ¬
Var(2)fa2 + 2(VarIf(0; �) + Var(2)f)(VarIf(�; 0) + Var(2)f)a3

¬
kfkBVa2 + 2kfk2BVa3 :
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Dowód. Wystarczy zauwa»y¢, »e dla dowolnego prostok¡ta [a1; a2] �[b1; b2] � I2 mamy
��[a1;a2]�[b1;b2] 1f = �

��[a1;a2]�[b1;b2]ff(a2; b2)f(a2; b1)
+(f(a1; b2)� f(a1; b1))(f(a2; b1)� f(a1; b1))f(a1; b2)f(a2; b1)f(a1; b1)
+(f(a1; b2)� f(a1; b1))(f(a2; b2)� f(a1; b2))f(a2; b2)f(a1; b2)f(a2; b1) :

Dalsza cz¦±¢ dowodu przebiega podobnie do dowodu lematu 3.8. �

De�nicja 3.5 Mówimy, »e funkcja f : I2 ! C jest ró»niczkowalna w
sensie Vitaliego w punkcie (x1; x2) 2 I2, je±li istnieje granica

lim(h1;h2)!0hj 6=0;0¬xj+hj¬1;j=1;2
��[x1;x1+h1]�[x2;x2+h2]fh1h2 :

Powy»sz¡ granic¦ b¦dziemy oznacza¢ przez Df(x1; x2).
Uwaga. Je±li f 2 C2(I2), to Df(x) = @2f@x1@x2 (x) (patrz [41] rozdziaª 7

§1).Uwaga. Je»eli funkcja f ma wahanie ograniczone na I2 w sensie Vitalie-go, to f jest ró»niczkowalna prawie wsz¦dzie w sensie Vitaliego (patrz [41]rozdziaª 7 §2).
De�nicja 3.6 Mówimy, »e funkcja f : I2 ! C jest ró»niczkowalna w

sensie Hardy'ego-Krauzego w punkcie (x1; x2) 2 I2, je»eli jest ona ró»niczko-walna w sensie Vitaliego w punkcie (x1; x2) oraz istniej¡ pochodne cz¡stkowefunkcji f w punkcie (x1; x2).W dalszej cz¦±ci rozprawy dla skrótu zamiast okre±lenia funkcja ró»nicz-kowalna w sensie Hardy'ego-Krauzego b¦dziemy stosowali okre±lenie funkcjaró»niczkowalna.
Lemat 3.10 Niech f : I2 ! C b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ w punkcie

x 2 I2. Wówczas funkcja exp f : I2 ! C jest równie» ró»niczkowalna w
punkcie x oraz

D exp f(x) = exp f(x)(Df(x) + @@x1f(x) @@x2f(x)):
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Dowód. Poniewa» dla dowolnych liczb a; b; c; d 2 C,
ea � eb � ec + ed = (ea�b�c+d � 1)ec + (eb�d � 1)(ea�b � 1)ed;

wi¦c
��[x1;x1+h1]�[x2;x2+h2]efh1h2 = ef (x1 + h1; x2)e��[x1;x1+h1]�[x2;x2+h2]f � 1h1h2

+ef (x1; x2)ef(x1+h1;x2+h2)�f(x1;x2+h2) � 1h1ef(x1;x2+h2)�f(x1;x2) � 1h2 ;
a zatem

lim(h1;h2)!(0;0) ��[x1;x1+h1]�[x2;x2+h2] exp fh1h2 = exp f(x)(Df(x)+ @@x1f(x) @@x2f(x));gdzie x = (x1; x2) �.Przez jP j oznaczmy pole prostok¡ta P .
De�nicja 3.7 Mówimy, »e funkcja f : I2 ! C jest absolutnie ci¡gªa w

sensie Vitaliego, je»eli dla dowolnej liczby rzeczywistej " > 0 istnieje liczba� > 0 taka, »e dla dowolnej rodziny prostok¡tów Q1; :::; Qn � I2, którychwn¦trza s¡ parami rozª¡czne,
jQ1j+ :::+ jQnj < � =) j��Q1f j+ :::+ j��Qnf j < ":

Uwaga. Je»eli funkcja jest absolutnie ci¡gªa w sensie Vitaliego, to mawahanie ograniczone w sensie Vitaliego (patrz [41] rozdziaª 7 §3).
De�nicja 3.8 Mówimy, »e funkcja f : I2 ! C jest absolutnie ci¡gªa w

sensie Hardy'ego-Krauzego, je»eli jest absolutnie ci¡gªa w sensie Vitaliegooraz funkcje f(0; �); f(�; 0) : I ! C s¡ absolutnie ci¡gªe w zwykªym sensie.
W dalszej cz¦±ci rozprawy zamiast okre±lenia absolutna ci¡gªo±¢ w sen-sie Hardy'ego-Krauzego b¦dziemy stosowali dla skrótu okre±lenie absolutnaci¡gªo±¢. Oznaczmy przez AC przestrze« funkcji absolutnie ci¡gªych na I2.Niech f : R2 ! C b¦dzie funkcj¡ Z2{okresow¡. Mówimy, »e f jest absolutnieci¡gªa, je±li po obci¦ciu do kwadratu I2 jest absolutnie ci¡gªa.
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Lemat 3.11 (patrz [41] rozdziaª 7 §3 lub [26] §4481) Je»eli funkcja f ma
wahanie ograniczone, za± g jest absolutnie ci¡gªa, toZ

I2 fdg =
Z
I2 fDgdx : �

Korzystaj¡c z (10) otrzymujemy
Lemat 3.12 Niech f : I2 ! C b¦dzie funkcj¡ absolutnie ci¡gª¡. Roz-

wa»my funkcj¦ g : [a; b]! C dan¡ wzorem g(t) = f(c1t+ d1; c2t+ d2), gdzie(c1a+d1; c2a+d2); (c1b+d1; c2b+d2) 2 I2. Wówczas g jest funkcj¡ absolutnie
ci¡gª¡ na [a; b]. �

Uwaga. Natomiast, korzystaj¡c z faktu, »e dla dowolnych liczb a; b; c; d 2
R,

jeia � eib � eic + eidj ¬ ja� b� c+ dj+ jb� djja� bjªatwo pokaza¢, »e je±li f 2 AC, to exp if 2 AC.
Lemat 3.13 Niech f : I2 ! R b¦dzie funkcj¡ absolutnie ci¡gª¡ tak¡, »e

dla ka»dego punktu (x1; x2) 2 I2 mamy f(x1; 1)�f(x1; 0); f(1; x2)�f(0; x2) 2
Z oraz Df; @f@x1 ; @f@x2 2 BV . Zaªó»my, »e istnieje liczba rzeczywista a > 0, dla
której

jDf(x)� 2�i @@x1f(x) @@x2f(x)j  a > 0
dla dowolnego x 2 I2. Wówczas

j
Z
I2 exp 2�if(x)dx j ¬

kDfkBV + 2k @@x1fkBV k @@x2fkBVa2
+kDfk2BV + 16�k @@x1fk2BV k @@x2fk2BVa3 :

Dowód. Stosuj¡c kolejno lemat 3.11 wraz z lematem 3.10, caªkowanieprzez cz¦±ci, lemat 3.6, lemat 3.9 oraz wniosek 3.4 otrzymujemy
j
Z
I2 exp 2�if(x)dx j = 12� j

Z
I2 1Df � 2�i @@x1f @@x2f de2�if j= 12� j
Z
I2 e2�ifd 1Df � 2�i @@x1f @@x2f j
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¬
12�Var(2) 1Df � 2�i @@x1f @@x2f

¬
kDf � 2�i @@x1f @@x2fkBV2�a2
+kDf � 2�i @@x1f @@x2fk2BV�a3

¬
kDfkBV + 2k @@x1fkBV k @@x2fkBVa2
+kDfk2BV + 16�k @@x1fk2BV k @@x2fk2BVa3 ;

co ko«czy dowód lematu. �

3.3 Nierówno±ci Koksmy i aproksymacje diofantyczne
na torusie

De�nicja 3.9 Niech fx ngNn=1 b¦dzie ci¡giem elementów przestrzeni Rd.
Dyskrepancj¡ ci¡gu fx ngNn=1 nazywamy liczb¦

D�N(x 1; :::;xN) = supJ2J j 1N
NX
n=1�J(fx ng)� �d(J)j;

gdzie J jest rodzin¡ kostek postaci Qdi=1[0; �i), gdzie 0 ¬ �i < 1 dla i =1; :::; d oraz fxg = (fx1g; :::; fxdg) dla x = (x1; :::; xd).
Uwaga. Je±li liczby 1; :::; d; 1 s¡ niezale»ne nad Q, to

limN!1D�N(fngNn=1) = 0;
gdzie  = (1; :::; d) (patrz [34] rozdziaª 2 §1).

Dla h = (h1; :::; hd) 2 Zd i x = (x1; :::; xd) 2 Rd oznaczmy
< h;x >= dX

j=1hjxj i jhj =
dY
j=1max(jhjj; 1):
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De�nicja 3.10 Niech 1; :::; d; 1 b¦d¡ liczbami rzeczywistymi niezale»-nymi nad Q. Mówimy, »e  = (1; :::; d) jest typu �  1, je»eli istnieje staªaC > 0 taka, »e dla ka»dego h 2 Zd n f0g mamy
k < h; > k 

C
jhj� :

Mówimy, »e  jest sko«czonego typu, gdy  jest typu � dla pewnego �  1.
Bezpo±rednio z de�nicji wynika, »e

Lemat 3.14 Dla dowolnego  2 Rd, h 2 Zd oraz dowolnej liczby m 2
Z n f0g nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i)  jest typu �,
(ii) � jest typu �,
(iii)  + h jest typu �,
(iv) m jest typu �. �

Lemat 3.15 (patrz [34] rozdziaª 2 §3) Je»eli  2 R, (1; 2) 2 R2 s¡ typu�, to istnieje staªa L > 0 taka, »e dla dowolnej liczby naturalnej N  2,
D�N(fngNn=1) ¬ LN1=� ;

D�N(f(n1; n2)gNn=1) ¬ L logNN1=(2��1) : �
Je»eli liczby 1; 2; 1 s¡ liniowo zale»ne nad Q oraz 1; 2 2 R n Q, toistniej¡ liczby caªkowite t1; t2; t3 (t1; t2 6= 0) takie, »e t11 + t22 = t3. Wy-bierzmy s1; s2 2 Z tak, aby t1s2 � t2s1 = nwd(t1; t2). Je±li wybierzemy inn¡par¦ s01; s02 2 Z speªniaj¡c¡ równo±¢ t1s02�t2s01 = nwd(t1; t2), to istnieje liczbacaªkowita k tak, »e s01 � s1 = kt1 oraz s02 � s2 = kt2. Wówczas

s011 + s022 � s11 + s22 = k(t11 + t22) 2 Z:
De�nicja 3.11 Niech  = (1; 2) b¦dzie par¡ liczb rzeczywistych, zktórych przynajmniej jedna nie jest wymierna. Wówczas mówimy, »e  jestz

typu �
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(i) dla 1; 2; 1 niezale»nych nad Q, je±li  jest typu � w zwykªym sensie(De�nicja 3.10);
(ii) dla 1; 2; 1 zale»nych nad Q takich, »e 1; 2 2 R nQ, je±li liczba s11+s22 jest typu � w zwykªym sensie dla s1; s2 2 Z speªniaj¡cych równo±¢t1s2 � t2s1 = nwd(t1; t2).
(iii) dla 2 2 Q (1 2 Q), je±li liczba 1 (2) jest typu � w zwykªym sensie.
Na mocy lematu 3.14, de�nicja w punkcie (ii) jest niezale»na od wyboru liczbt1; t2; t3 oraz s1; s2. Zatem dla dowolnego  2 R2, h 2 Z2 oraz dowolnej liczbym 2 Z n f0g nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:
(i)  jest typu �,
(ii) � jest typu �,
(iii)  + h jest typu �,
(iv) m jest typu �.

Twierdzenie 3.16 (nierówno±¢ Denjoy-Koksmy) Niech f : R=Z!
C b¦dzie funkcj¡ o wahaniu ograniczonym oraz niech fxngNn=1 b¦dzie ci¡giem
liczb rzeczywistych. Wówczas

j
1N NX

n=1 f(xn)�
Z

T
f(x)dxj ¬ D�N(fxngNn=1)VarIf:

Twierdzenie 3.17 (nierówno±¢ Koksmy-Hlawki) Zaªó»my, »e funk-
cja f : R2=Z2 ! C ma wahanie ograniczone. Niech f(x(1)n ; x(2)n )gNn=1 b¦dzie
ci¡giem elementów z R2. Wówczas

j
1N NX

n=1 f(x(1)n ; x(2)n )� Z
T2 f(x)dx j ¬ D�N(fx(1)n gNn=1)VarIf(�; 1)

+D�N(fx(2)n gNn=1)VarIf(1; �)+D�N(f(x(1)n ; x(2)n )gNn=1)Var(2)f:
Dowody powy»szych twierdze« mo»na znale¹¢ w [34] rozdziaª 2 §5.
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Twierdzenie 3.18 Zaªó»my, »e  2 R2 jest typu �. Wówczas istnieje
operator liniowy P : L1(R2=Z2)! L1(R2=Z2) oraz staªa L > 0 taka, »e dla
dowolnej funkcji f : R2=Z2 ! C o wahaniu ograniczonym oraz dla dowolnej
liczby naturalnej N  2 mamy

j
1N N�1X

n=0 f(x+n)� Pf(x)j ¬ L logNN1=(2��1)kfkBV :
Ponadto, Pf(x+) = Pf(x) oraz RT2 Pf(x)dx = RT2 f(x)dx.

Dowód. W dowodzie b¦dziemy stosowali oznaczenie
SN = j

1N N�1X
n=0 f(x+n)� Pf(x)j:

PRZYPADEK 1. Je»eli 1; 2; 1 s¡ liniowo niezale»ne nad Q, to kªad¡cPf(x) = R
T2 fd�, na mocy nierówno±ci Koksmy-Hlawki oraz lematu 3.15otrzymujemy

SN ¬
L1N1=� (VarIf(�; 1) + VarIf(1; �)) + L1 logNN1=(2��1)Var(2)f

¬
L logNN1=(2��1)kfkBV ;gdzie L1 jest staª¡ z lematu 3.15, za± L = 3L1.PRZYPADEK 2. Je»eli 2 = pq , gdzie p 2 Z; q 2 N, to na mocy nierówno-±ci Denjoy-Koksmy oraz lematu 3.15 dla dowolnej liczby naturalnej M orazdowolnego (x1; x2) 2 R2 otrzymujemy

j
1M M�1X

n=0 f(x1 + nq1; x2 + np)� Z
T
f(x; x2)dxj ¬ L1M1=�VarIf(�; x2):

Podstawmy w powy»szej nierówno±ci x2 + jp=q za x2 oraz funkcj¦ fj1;0 zafunkcj¦ f dla j = 0; :::; q � 1. Nast¦pnie sumuj¡c stronami uzyskane w tensposób q nierówno±ci oraz dziel¡c obie strony przez q otrzymujemy
j
1qM qM�1X

n=0 f(x1 + n1; x2 + npq )� 1q qX
j=1
Z

T
f(x; x2 + j pq )dxj

¬
L1qM1=� qX

j=1VarIf(�; x2 + j pq ):
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Dla dowolnego naturalnego N wybierzmy liczb¦ naturaln¡ M tak¡, »e qM ¬N < (q + 1)M . Wówczas kªad¡c Pf(x1; x2) = 1q Pqj=1 RT f(x; x2 + jp=q)dxotrzymujemy
SN = j

1N N�1X
n=0 f(x1 + n1; x2 + npq )� 1q qX

j=1
Z

T
f(x; x2 + j pq )dxj

¬ j
1qM qM�1X

n=0 f(x1 + n1; x2 + npq )� 1q qX
j=1
Z

T
f(x; x2 + j pq )dxj

+jqM �NNqM
qM�1X
n=0 f(x1 + n1; x2 + npq )j

+j 1N N�1X
n=qM f(x1 + n1; x2 + npq )j

¬
2qN sup

x2T2
jf(x)j+ L1qM1=� qX

j=1VarIf(�; x2 + j pq );
a zatem

SN ¬
2qN sup

x2T2
jf(x)j+ 2L1N1=� qX

j=1VarIf(�; x2 + j pq )(14)
¬

L logNN1=(2��1)kfkBV ;
gdzie L = 2q(L1 + 1).PRZYPADEK 3. Je»eli 1; 2; 1 s¡ zale»ne nad Q oraz 1; 2 2 R n Q,to istniej¡ liczby caªkowite t1; t2; t3 (t1; t2 6= 0) takie, »e t11 + t22 = t3.Wybierzmy liczby s1; s2 2 Z tak, aby t1s2 � t2s1 = nwd(t1; t2). Poªó»myt = nwd(t1; t2) oraz B = " s1 s2t1=t t2=t

# :
Poniewa» B 2M2(Z) oraz detB = 1, wi¦c B : R2=Z2 ! R2=Z2 jest automor-�zmem grupowym, gdzie zapis B(x1; x2) b¦dziemy rozumieli jako mno»eniemacierzy B przez (x1; x2)T . Rozwa»my funkcj¦ g : R2=Z2 ! C, g = fB�1.Wówczas funkcja g(�; x2) : R=Z ! C ma wahanie ograniczone dla ka»degox2 2 R. Podstawiaj¡c w (14) za 1 liczb¦ s11 + s22, za f funkcj¦ g, za qliczb¦ t, za p liczb¦ t3 oraz korzystaj¡c z wniosku 3.2, dla dowolnego punktu
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(y1; y2) 2 R2 otrzymujemy
j
1N N�1X

n=0 g(y1 + n(s11 + s22); y2 + nt3t )� 1t tX
j=1
Z

T
g(x; y2 + j t3t )dxj ¬

2tN sup
x2T2

jg(x)j+ 2L1N1=� tX
j=1VarIg(�; y2 + j t3t ) ¬ L logNN1=(2��1)kfkBV ;

gdzie L = 2t(1 + L1jt1jjt2j). Poªó»my
Pf(x1; x2) = 1t tX

j=1
Z

T
fB�1(x; t1x1 + t2x2 + jt3t )dx:

Zauwa»my, »e B(x1 + n1; x2 + n2)T =(s1x1 + s2x2 + n(s11 + s22); (t1x1 + t2x2)=t+ n(t11 + t22)=t)T :Wówczas dla dowolnego punktu (x1; x2), stosuj¡c oznaczenia y1 = s1x1+s2x2oraz y2 = (t1x1 + t2x2)=t, otrzymujemy
SN = j

1N N�1X
n=0 f(x1 + n1; x2 + n2)� 1t tX

j=1
Z

T
fB�1(x; y2 + j t3t )dxj

= j
1N N�1X

n=0 gB(x1 + n1; x2 + n2)� 1t tX
j=1
Z

T
g(x; y2 + j t3t )dxj

= j
1N N�1X

n=0 g(y1 + n(s11 + s22); y2 + nt3t )� 1t tX
j=1
Z

T
g(x; y2 + j t3t )dxj

¬
L logNN1=(2��1)kfkBV : �

3.4 Widmo Lebesgue'a przeliczalnie krotne rozszerze«
Z2{obrotów

Niech T : Z2 � T2 ! T2 b¦dzie Z2{obrotem ergodycznym i wolnym,
T (m1;m2)(z1; z2) = (e2�i(�11m1+�12m2)z1; e2�i(�21m1+�22m2)z2):

De�nicja 3.12 Mówimy, »e obrót T jest typu �, je±li obie pary (�11; �21),(�12; �22) s¡ typu �. Obrót T b¦dziemy nazywa¢ sko«czonego typu, je±li Tjest typu � dla pewnego �  1.
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Lemat 3.19 Niech � : Z2 � T2 ! T b¦dzie T{kocyklem ci¡gªym wyzna-
czonym przez funkcje

�(1;0)(e2�ix1 ; e2�ix2) = e2�i('1(x1;x2)+a11x1+a12x2);
�(0;1)(e2�ix1 ; e2�ix2) = e2�i('2(x1;x2)+a21x1+a22x2):

Zaªó»my, »e T jest typu �. Wówczas istnieje staªa L > 0 taka, »e je±li �
jest kocyklem absolutnie ci¡gªym, dla którego kocykle @'@x1 ; @'@x2 maj¡ wahanie
ograniczone, to dla ka»dego caªkowitego jN j  2 oraz j; k = 1; 2

j
1N @@xk'(N;j)j j ¬

L log jN j
jN j1=(2��1)k @@xk'jkBV :(15)

Dowód. Zauwa»my, »e nierówno±¢ (15) wystarczy udowodni¢ dla N na-turalnych. Na mocy twierdzenia 3.18,
j
1N @@xk'(N;j)j � P(�1j ;�2j)( @@xk'j)j ¬ L logNN1=(2��1)k @@xk'jkBV :Wystarczy zatem pokaza¢, »e

P(�1j ;�2j)( @@xk'j) = 0:
Powy»sz¡ równo±¢ udowodnimy dla j = 1. Dla j = 2 dowód przebiega syme-trycznie. Dla j = 1; 2 przez Tj : R2=Z2 ! R2=Z2 oznaczmy obrót

Tj(x1; x2) = (x1 + �1j; x2 + �2j):ªatwo zauwa»y¢, »e P(�11;�21)(fT2) = (P(�11;�21)f)T2. Poniewa»'2 � T1 � '2 = '1 � T2 � '1;wi¦c @'2@xk � T1 � @'2@xk = @'1@xk � T2 � @'1@xk ;a st¡d
0 = P(�11;�21)@'2@xk � T1 � P(�11;�21)@'2@xk = P(�11;�21)@'1@xk � T2 � P(�11;�21)@'1@xk :Zatem funkcja P(�11;�21) @'1@xk jest T1 oraz T2-niezmiennnicza, czyli staªa. Po-niewa» Z

T2 P(�11;�21)@'1@xk dx1dx2 =
Z

T2
@'1@xk dx1dx2 = 0;

wi¦c otrzymujemy P(�11;�21) @'1@xk = 0. �
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Twierdzenie 3.20 Zaªó»my, »e T jest Z2{obrotem na T2 ergodycznym,
wolnym i sko«czonego typu. Niech � : Z2 � T2 ! T b¦dzie T-kocyklem abso-
lutnie ci¡gªym, dla którego kocykle D'; @'@x1 ; @'@x2 maj¡ wahanie ograniczone.
Je±li detA(�) 6= 0, to rozszerzenie T � ma widmo Lebesgue'a przeliczalnie
krotne na L22?.

Dowód. Oznaczmy
sm;q = j

Z
T2 �m(z)qd z j= j
Z

T2 e2�iq('m(x1;x2)+(m1a11+m2a21)x1+(m1a12+m2a22)x2)dx1dx2j:
Na mocy lematu 1.9 oraz wniosku 1.1 wystarczy pokaza¢, »e dla ka»degoq 2 Z n f0g, X

m2Z2
s2m;q <1:

Niech liczba �  1 b¦dzie typem obrotu T . Wybierzmy liczb¦ rzeczywist¡a > 0 tak¡, »e max(1�1=(2��1); 3=4) < a < 1. Wówczas istnieje staªaK > 0taka, »e logNN1=(2��1) ¬ KNa�1(16)
dla ka»dego naturalnego N . Oznaczmy

V1 = fm 2 Z2 n f0g; jm1a11 +m2a21j  jm1a12 +m2a22jg
oraz V2 = fm 2 Z2 n f0g; jm1a11 +m2a21j ¬ jm1a12 +m2a22jg:Poka»emy, »e X

m2V1 s2m;q <1 oraz X
m2V2 s2m;q <1. Je±li m 2 V1, to

sm;q = j
Z

T
e2�iq(m1a12+m2a22)x2(Z

T
e2�iq('m(x1;x2)+(m1a11+m2a21)x1)dx1)dx2j

¬
Z

T
j
Z

T
e2�iq('m(x1;x2)+(m1a11+m2a21)x1)dx1jdx2:

Przypomnijmy, »e istnieje staªa C > 0 taka, »e dla m 2 V1 mamy
max(jm1j; jm2j) ¬ Cjm1a11 +m2a21j(17)

52



(patrz nierówno±¢ (9) w dowodzie twierdzenia 3.4). Korzystaj¡c z lema-tu 3.19, nierówno±ci (16) oraz (17), dla dowolnego x 2 R2=Z2 otrzymujemy
j @@x1'm(x)j

jm1a11 +m2a21j ¬
j @@x1'(m1;1)1 (T (0;m2) x)j+ j @@x1'(m2;2)2 (x)j

jm1a11 +m2a21j
¬ KL jm1jak @@x1'1kBV + jm2jak @@x1'2kBV

jm1a11 +m2a21j
¬

M
jm1a11 +m2a21j1�a ;

gdzieM = 1+KLCa(k @@x1'1kBV +k @@x1'2kBV ). Je±li (2M)1=(1�a) ¬ jm1a11+m2a21j, to
j
@@x1'm(x)j ¬ 12 jm1a11 +m2a21j;

a st¡d
j
@@x1'm(x) +m1a11 +m2a21j  12 jm1a11 +m2a21j:(18)

Korzystaj¡c kolejno z caªkowania przez cz¦±ci, (11), (13) wraz z nierówno±ci¡(18), lematu 3.5 oraz nierówno±ci (17) otrzymujemy
sm;q ¬

12�jqj
Z

T
j
Z

T

de2�iq('m(x)+(m1a11+m2a21)x1)@@x1'm(x) +m1a11 +m2a21 jdx2
= 12�jqj

Z
T
j
Z

T
e2�iq('m(x)+(m1a11+m2a21)x1)

d 1@@x1'm(x) +m1a11 +m2a21 jdx2
¬

12�jqj
Z

T
VarI 1@@x1'm(�; x2) +m1a11 +m2a21dx2

¬
2�jqj
Z

T

VarI @@x1'm(�; x2)
jm1a11 +m2a21j2dx2

¬
2�jqj jm1j+ jm2j
jm1a11 +m2a21j2 (k@'1@x1 kBV + k@'2@x1 kBV );

a st¡d sm;q ¬ R
jm1a11 +m2a21j(19)
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dla dowolnych m 2 V1 takich, »e (2M)1=(1�a) ¬ jm1a11 +m2a21j, gdzie R =4C�jqj(k@'1@x1 kBV + k@'2@x1 kBV ). Dla dowonego s 2 N przez V1s oznaczmy zbiór
fm 2 Z2nf0g; sjm1a12+m2a22j ¬ jm1a11+m2a21j ¬ (s+1)jm1a12+m2a22jg:
Wówczas V1 jest sum¡ (mnogo±ciow¡) zbiorów V1s. Je±li m 2 V1s oraz speª-niony jest warunek

(4Ms)1=(1�a) ¬ jm1a11 +m2a21j;(20)
to

j @@x2'm(x)j
jm1a12 +m2a22j ¬

j @@x2'(m1;1)1 (T (0;m2) x)j+ j @@x1'(m2;2)2 (x)j
jm1a12 +m2a22j

¬ KL jm1jak @@x1'1kBV + jm2jak @@x1'2kBV
jm1a12 +m2a22j

¬ M jm1a11 +m2a21ja
jm1a12 +m2a22j

¬
2sM

jm1a11 +m2a21j1�a ¬ 12 ;
a zatem

j
@@x2'm(x) +m1a12 +m2a22j  12 jm1a12 +m2a22j:

Z powy»szej nierówno±ci oraz z (18) otrzymujemy
j
@@x1'm(x) +m1a11 +m2a21jj @@x2'm(x) +m1a12 +m2a22j


14 jm1a11 +m2a21jjm1a12 +m2a22j;a st¡d

jqD'm(x)�2�iq2( @@x1'm(x)+m1a11+m2a21)( @@x2'm(x)+m1a12+m2a22)j
 q2jm1a11 +m2a21jjm1a12 +m2a22j:Korzystaj¡c z lematu 3.13 dla funkcji q('m(x1; x2) + (m1a11 + m2a21)x1 +(m1a12 +m2a22)x2) otrzymujemy
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sm;q ¬
kD'mkBV + 2k@'m@x1 kBV k@'m@x2 kBVq2jm1a11 +m2a21j2jm1a12 +m2a22j2

+ kD'mk2BV + 16�k@'m@x1 k2BV k@'m@x2 k2BVq2jm1a11 +m2a21j3jm1a12 +m2a22j3
¬

jm1kjD'1kBV + jm2kjD'2kBVq2jm1a11 +m2a21j2jm1a12 +m2a22j2
+2(jm1kj@'1@x1 kBV + jm2kj@'2@x1 kBV )(jm1kj@'1@x2 kBV + jm2kj@'2@x2 kBV )q2jm1a11 +m2a21j2jm1a12 +m2a22j2
+ (jm1kjD'1kBV + jm2kjD'2kBV )2q2jm1a11 +m2a21j3jm1a12 +m2a22j3
+16�(jm1kj@'1@x1 kBV + jm2kj@'2@x1 kBV )2(jm1kj@'1@x2 kBV + jm2kj@'2@x2 kBV )2q2jm1a11 +m2a21j3jm1a12 +m2a22j3

¬ R1 jm1j2 + jm2j2
jm1a11 +m2a21j2jm1a12 +m2a22j2

+R2 (jm1j2 + jm2j2)2
jm1a11 +m2a21j3jm1a12 +m2a22j3 ;gdzie

R1 = 1q2 (kD'1kBV + kD'2kBV
+2sk@'1@x1 k2BV + k@'2@x1 k2BV

s
k
@'1@x2 k2BV + k@'2@x2 k2BV )oraz

R2 = 1q2 ((kD'1kBV + kD'2kBV )2
+16�(k@'1@x1 k2BV + k@'2@x1 k2BV )(k@'1@x2 k2BV + k@'2@x2 k2BV )):Natomiast stosuj¡c nierówno±¢ (17) otrzymujemy

sm;q ¬
2R1C2

jm1a12 +m2a22j2 + 4R2C4jm1a11 +m2a21j
jm1a12 +m2a22j3

¬
R�jm1a11 +m2a21j
jm1a12 +m2a22j3 ;
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gdzie R� = 2R1C2 + 4R2C4. Poniewa» (20), wi¦c
1

jm1a12 +m2a22j ¬
2s

jm1a11 +m2a21j ¬ jm1a11 +m2a21j1�a2M jm1a11 +m2a21j
¬

1
jm1a11 +m2a21ja :

Zatem sm;q ¬ R�
jm1a11 +m2a21j3a�1(21)

dla m 2 V1s takich, »e jm1a11 +m2a21j  (4Ms)1=(1�a).Poªó»my
U1 = 1X

s=1fm 2 V1s; jm1a11 +m2a21j  (4Ms)1=(1�a)g:
Wówczas zbiór fm 2 U1; jm1a11 + m2a21j = kg ma co najwy»ej 2(2k + 1)elementów. Istotnie, niech m 2 U1 oraz jm1a11 + m2a21j = k. Poniewa»
m 2 V1, wi¦c jm1a12 +m2a22j ¬ k, za± par (m1;m2) speªniaj¡cych jm1a11 +m2a21j = k oraz jm1a12 +m2a22j ¬ k jest co najwy»ej 2(2k + 1). Poniewa»zachodzi (21), wi¦c
X
m2U1

s2m;q ¬ X
m2U1

R2
�

jm1a11 +m2a21j6a�2 ¬
1X
k=1

5R2
�kk6a�2 ¬ 5R2

�
1X
k=1

1k6a�3 <1;
gdy» 6a� 3 > 3=2. Dla ka»dego naturalnego s poªó»my

W1s = fm 2 V1s; (2M)1=(1�a) ¬ jm1a11 +m2a21j ¬ (4Ms)1=(1�a)g
oraz niechW1 = 1X

s=1W1s. Zauwa»my, »e zbiór fm 2 V1s; jm1a11+m2a21j = kg
ma co najwy»ej 4k=s(s+1) elementów. Istotnie, je±lim 2 V1s oraz jm1a11+m2a21j = k, to k=(s + 1) ¬ jm1a12 +m2a22j ¬ k=s. Natomiast par (m1;m2)speªniaj¡cych jm1a11+m2a21j = k oraz k=(s+1) ¬ jm1a12+m2a22j ¬ k=s jestco najwy»ej 4(ks � ks+1) = 4k=s(s+1). Zatem korzystaj¡c z (19) otrzymujemy

X
m2W1s

s2m;q ¬
X

m2W1s

R2
jm1a11 +m2a21j2
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¬ R2 [(4Ms)1=(1�a)]X
k=1

1k2 4ks(s+ 1)
¬ 8R2 ln(4Ms)1=(1�a)s(s+ 1)
= 8R21� a ln(4Ms)s(s+ 1) :

St¡d wynika, »e
X

m2W1
s2m;q ¬ 8R21� a

1X
s=1 ln(4Ms)s(s+ 1) <1:

Poniewa» zbiór V1 n (W1 [ U1) = fm 2 V1; jm1a11 +m2a21j < (2M)1=(1�a)gjest sko«czony, wi¦c X
m2V1 s2m;q <1 oraz podobnie X

m2V2 s2m;q <1, co ko«czy
dowód twierdzenia. �

Wniosek 3.5 Je±li obrót T jest sko«czonego typu, � jest kocyklem klasyC4 oraz detA(�) 6= 0, to rozszerzenie T � ma widmo Lebesgue'a przeliczalnie
krotne na L22?.
3.5 Przypadek detA(�) = 0

W tym podrozdziale przeanalizujemy wªasno±ci spektralne rozszerze« wprzypadku, gdy detA(�) = 0.Niech � b¦dzie dowoln¡ liczb¡ niewymiern¡, za± fqngn2N ci¡giem jej mia-nowników. W dalszej cz¦±ci b¦dzie nam potrzebny nast¦puj¡cy lemat.
Lemat 3.21 (patrz [24] str.73 oraz str.189) Je±li funkcja f : R=Z ! R

ma wahanie ograniczone, to dla dowolnego x 2 R,
jf(x) + f(x+ �) + :::+ f(x+ (qn � 1)�)� qn Z

T
f(t)dtj ¬ VarIf:(22)

Ponadto, je±li funkcja f jest absolutnie ci¡gªa, to ci¡g

f(�) + f(�+ �) + :::+ f(�+ (qn � 1)�)� qn Z
T
f(t)dt

zbiega jednostajnie do zera. �
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Lemat 3.22 Niech T : Z2 � T2 ! T2 b¦dzie Z2{obrotem ergodycznym
i wolnym takim, »e automor�zm T (k1;k2) nie jest ergodyczny dla pewnego
kierunku (k1; k2) 2 Z2nf0g. Je±li � : Z2�T2 ! T jest T{kocyklem absolutnie
ci¡gªym takim, »e

k1a11 + k2a21 = k1a12 + k2a22 = 0 (A(�) = [aij]i;j=1;2);
to rozszerzenie T � ma widmo singularne oraz nie jest mieszaj¡ce na L22?.Dowód. Niech

T (m1;m2)(z1; z2) = (e2�i(�11m1+�12m2)z1; e2�i(�21m1+�22m2)z2):Oznaczmy
cm;r = Z

T2 �m(z)rd z= Z
T2 e2�ir('m(x1;x2)+(m1a11+m2a21)x1+(m1a12+m2a22)x2)dx1dx2:

Na mocy lematu 1.9 oraz twierdzenia 1.12, wystarczy znale¹¢ ci¡g fm (n)gn2Nw Z2, dla którego m (n) ! 1, gdy n ! 1 oraz liczb¦ c 2 R tak¡, »e dlaka»dego r 2 Z n f0g limn!1 cm (n);r = e2�irc:Poªó»my �1 = �11k1 + �12k2 oraz �2 = �21k1 + �22k2. Poniewa» obrót
T (k1;k2) nie jest ergodyczny, wi¦c istniej¡ liczby caªkowite l1; l2; l3, (l21+l22 6= 0)takie, »e l1�1 + l2�2 = l3. Wybierzmy liczby s1; s2 2 Z tak, aby s1l2 � s2l1 =nwd(l1; l2). Poªó»my l = nwd(l1; l2) oraz � = s1�1 + s2�2. Niech

B = " s1 s2l1=l l2=l
# :

Wówczas B 2 M2(Z) oraz detB = 1. Rozwa»my operator liniowy P :L1(R2=Z2)! L1(R2=Z2) okre±lonym wzorem
Pf(x1; x2) = Z

T
fB�1(x; l1x1 + l2x2l )dx:

Niech f : R2=Z2 ! R b¦dzie dowoln¡ funkcj¡ absolutnie ci¡gª¡. Wówczasdla dowolnego y 2 R funkcja fB�1(�; y) : R=Z ! R jest absolutnie ci¡gªa.Zauwa»my, »eB(x1 + jl�1; x2 + jl�2)T= (s1x1 + s2x2 + jl(s1�1 + s2�2); (l1x1 + l2x2)=l + j(l1�1 + l2�2))T= (s1x1 + s2x2 + jl�; (l1x1 + l2x2)=l + jl3)T :
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Przez pn=qn oznaczmy n{ty redukt liczby l�. Wówczas
qn�1X
j=0 f(x1 + jl�1; x2 + jl�2)� qnPf(x1; x2)

= qn�1X
j=0 fB�1(y1 + jl�; y2)� qn Z

T
fB�1(x; y2)dx;

gdzie y1 = s1x1 + s2x2 i y2 = (a11x1 + a12x2)=l. Korzystaj¡c z lematu 3.21dla dowolnego (x1; x2) 2 R2 otrzymujemy, »e
limn!1

qn�1X
j=0 f(x1 + jl�1; x2 + jl�2)� qnPf(x1; x2) = 0:

Ponadto, korzystaj¡c z nierówno±ci (22) oraz lematu 3.5 mamy
j
qn�1X
j=0 f(x1 + jl�1; x2 + jl�2)� qnPf(x1; x2)j ¬ VarIfB�1(�; y2) ¬ CkfkBV :

Stosuj¡c twierdzenie Lebesgue'a otrzymujemy
limn!1

Z
T2 j

qn�1X
j=0 f(x1 + jl�1; x2 + jl�2)� qnPf(x1; x2)jdx1dx2 = 0:(23)

Poniewa»
'(nlk1;nlk2)(x1; x2) = n�1X

j=0 '(lk1;lk2)(x1 + jl�1; x2 + jl�2);
wi¦c na mocy (23), ci¡g f'(qnlk1;qnlk2) � qnP'(lk1;lk2)gn2N zbiega do zera wprzestrzeni L1(R2=Z2). Poniewa»

Pf � T(lk1;lk2) = Pf; Z
T2 Pfdx = Z

T2 fdx; P (f � Tm) = Pf � Tm
oraz '(lk1;lk2)Tm � '(lk1;lk2) = 'mT(lk1;lk2) � 'mdla ka»dego m 2 Z2, wi¦c

P'(lk1;lk2)Tm � P'(lk1;lk2) = P'mT(lk1;lk2) � P'm = 0:
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St¡d funkcja P'(lk1;lk2) jest T niezmiennicza, czyli staªa równa RT2 '(lk1;lk2)d�.Poªó»my m (n) = (qnlk1; qnlk2). Wówczas ci¡g
'm (n) � qn Z

T2 '(lk1;lk2)d�
zbiega do zera w przestrzeni L1(R2=Z2). Dla prostoty zapisu mo»emy zaªo»y¢,»e limn!1 e2�iqn RT2 '(lk1;lk2)d� = e2�ic:Wówczas dla ka»dego r 2 Z n f0g

limn!1

Z
T2 �m (n)(z)rd z = limn!1

Z
T2 e2�ir'm (n) (x1;x2)

= limn!1 e2�irqn RT2 '(lk1;lk2)d� = e2�irc;
co ko«czy dowód lematu. �Wprost z poprzedniego lematu otrzymujemyTwierdzenie 3.23 Niech T : Z2 � T2 ! T2 b¦dzie Z2{obrotem ergo-
dycznym i wolnym oraz niech � : Z2 � T2 ! T b¦dzie T{kocyklem absolutnie
ci¡gªym o zerowej macierzy kr¦cenia. Je»eli automor�zm T m nie jest ergo-
dyczny dla pewnego kierunku m 2 Z2 n f0g, to rozszerzenie T � ma widmo
singularne oraz nie jest mieszaj¡ce na L22?.Twierdzenie 3.24 Niech T : Z2�T2 ! T2 b¦dzie Z2{obrotem ergodycz-
nym i wolnym. Je±li � : Z2 � T2 ! T jest T{kocyklem absolutnie ci¡gªym
oraz rz¡dA(�) = 1, to rozszerzenie T � ma widmo singularne oraz nie jest
mieszaj¡ce na L22?.Dowód. Na mocy (8), (A�)� (A�)T 2M2(Z), czylia11�12 + a12�22 � a21�11 � a22�21 = d 2 Z:Poniewa» A(�) 6= 0, wi¦c przynajmniej jedna z par (a21;�a11), (a22;�a12) niejest równa zero. Bez zmniejszenia ogólno±ci rozumowania mo»emy zaªo»y¢,»e (a21;�a11) 6= (0; 0). Poªó»my k1 = a21 oraz k2 = �a11. Zatem k1a11 +k2a21 = 0. Poniewa» detA(�) = 0, wi¦c równie» k1a12+k2a22 = 0. Oznaczmy�1 = �11k1 + �12k2 oraz �2 = �21k1 + �22k2. Wówczas

a11�1 + a12�2 = a11(�11a21 � �12a11) + a12(�21a21 � �22a11)= a11(�22a12 � �21a22 � d) + a12(�21a21 � �22a11)= ��21 detA(�)� da11 2 Z
60



oraz
a21�1 + a22�2 = a21(�11a21 � �12a11) + a22(�21a21 � �22a11)= a21(�22a12 � �21a22 � d) + a22(�21a21 � �22a11)= ��22 detA(�)� da21 2 Z:

Poniewa» rz¡d A(�) = 1, wi¦c przynajmniej jedna z par (a11; a12), (a21; a22)nie jest równa zero. Zatem obrót T (k1;k2) nie jest ergodyczny. W ten spo-sób pokazali±my, »e speªnione s¡ zaªo»enia lematu 3.22, co ko«czy dowódtwierdzenia. �Powy»sze twierdzenia wskazywaªyby, »e w przypadku d = 2, je±li wy-znacznik macierzy kr¦cenia kocyklu � jest równy zero, to T � ma widmosingularne i nie jest mieszaj¡ce. Jednak twierdzenia te nie obejmuj¡ jednegoprzypadku, gdy dla ka»dego kierunku m 2 Z2 n f0g automor�zm T m jestergodyczny oraz A(�) = 0. Wówczas nie wiemy jakie widmo jest mo»liwe.By¢ mo»e istnieje kocykl � absolutnie ci¡gªy taki, »e A(�) = 0, dla któregorozszerzenie T � ma widmo Lebesgue'a na L22?.Uwaga. Istnieje przykªad kocyklu analitycznego � o zerowej macierzykr¦cenia takiego, »e dla dowolnego kierunku m 2 Z2 n f0g automor�zm(T �)m jest mieszaj¡cy na L22?. Przykªad ten mo»na uzyska¢ mody�kuj¡cprzykªad, z pracy [9], funkcji analitycznych  1;  2 : R=Z ! R oraz liczbniewymiernych �; � takich, »e automor�zm
T : T3 ! T3; T (x1; x2; x3) = (x1 + �; x2 + �;  1(x1) +  2(x2) + x3)

jest mieszaj¡cy na przestrzeni L22?.
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4 Ukªady dynamiczne z widmem prostym, sin-
gularnym i ci¡gªym

W tym rozdziale b¦dziemy bada¢ wªasno±ci spektralne sko±nych produk-tów Anzaia T' : T2 ! T2; T'(z; !) = (Tz; '(z)!);gdzie Tz = e2�i�z jest obrotem niewymiernym, za± ' : T! T jest funkcj¡ zesko«czon¡ liczb¡ punktów nieci¡gªo±ci oraz sum¡ skoków równ¡ zero.Funkcj¦ f : T ! R nazywamy kawaªkami absolutnie ci¡gª¡ (w skrócieKAC), je±li istniej¡ punkty �0; :::; �k 2 T takie, »e f j(�j ;�j+1) jest funkcj¡absolutnie ci¡gª¡ dla j = 0; :::; k (�k+1 = �0). Oznaczmy
f+(x) = limy!x+ f(y) oraz f�(x) = limy!x� f(y):

Niech dj = f+(�j)� f�(�j), j = 0; :::; k oraz przez
S(f) = kX

j=0 dj = �
kX
j=0 f�(�j)� f+(�j) = �

Z
T
f 0(x)d�(x)

oznaczmy sum¦ skoków funkcji f . Mówimy, »e kocykl ' : T ! T jest ka-waªkami absolutnie ci¡gªy, gdy istnieje funkcja KAC ~' : T ! R taka, »e'(e2�ix) = e2�i ~'(x). Poniewa» liczba S( ~') nie zale»y od wyboru funkcji ~', wi¦cmo»emy zde�niowa¢ sum¦ skoków kocyklu ' jako S( ~') i b¦dziemy oznacza¢S(').W pracy [29], A. Iwanik, M. Lema«czyk i C. Mauduit pokazali, »e je±li 'jest kocyklem KAC oraz S(') 6= 0, to automor�zm T' ma widmo ci¡gªe naL21?. Ponadto, autorzy udowodnili, »e je±li ' jest kocyklem KAC z jedynympunktem nieci¡gªo±ci oraz S(') 2 R nZ, to T' ma widmo ci¡gªe i singularnena L21?.W tym rozdziale b¦dziemy bada¢ wªasno±ci spektralne sko±nych pro-duktów T', gdy funkcja kawaªkami absolutnie ci¡gªa ' nie jest ci¡gªa orazS(') = 0. W tej klasie funkcji nie istnieje ogólne twierdzenie klasy�kuj¡cespektralnie odpowiadaj¡ce im produkty sko±ne. Zauwa»my dla przykªadu,»e dla kocyklu kawaªkami staªego, je±li wszystkie skoki s¡ wymierne, tzn.d0; d1; :::; dk 2 Q lub wszystkie punkty nieci¡gªo±ci s¡ wielokrotno±ciami licz-by �, tzn. �0; �1; :::; �k 2 Z�, to T' nie ma ci¡gªego widma na L21?. My
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natomiast poka»emy, »e dla du»ej cz¦±ci kocykli KAC o sumie skoków zero,automor�zm T' ma widmo proste, singularne i ci¡gªe na przestrzeni L21?. Dladowolnej liczby naturalnej k oznaczmy
Tk+ = f(x1; :::; xk) 2 Tk; 0 ¬ x1 < x2 < ::: < xk < 1g:

Twierdzenie 4.1 Zaªó»my, »e � 2 [0; 1) jest liczb¡ niewymiern¡ o nie-
ograniczonych ilorazach. Wówczas dla dowolnego naturalnego k istnieje zbiórB = Tk+1+ �k+1{p.w. taki, »e dla ka»dego kocyklu KAC ' o sumie skoków
zero, je»eli ' ma przynajmniej jeden skok niewymierny oraz (�0; :::; �k) 2 B
(0 ¬ �0 < ::: < �k < 1 s¡ wszystkimi punktami nieci¡gªo±ci '), to T' ma
widmo proste, singularne i ci¡gªe na przestrzeni L21?.Do dowodu powy»szego twierdzenia u»yjemy mi¦dzy innymi poj¦cia �-sªabego mieszania. Niech H b¦dzie o±rodkow¡ przestrzeni¡ Hilberta, za± �liczb¡ zespolon¡ j�j ¬ 1. Mówimy, »e operator unitarny U : H ! H jest �-
sªabo mieszaj¡cy, je»eli istnieje rosn¡cy ci¡g fqngn2N liczb naturalnych taki,»e dla ka»dego elementu f 2 H mamylimn!1(U qnf; f) = �kfk2:

Twierdzenie 4.2 (patrz [17]) Niech Ui : Hi ! Hi b¦dzie operatorem
unitarnym o±rodkowej przestrzeni Hilberta Hi oraz niech �i b¦dzie jego mak-
symalnym typem spektralnym, i=1,2. Je»eli operatory U1 i U2 s¡ odpowiednio�1 i �2{sªabo mieszaj¡ce wzdªu» tego samego ci¡gu fqngn2N oraz �1 6= �2, to�1 ? �2. �Koncepcj¦ �-sªabego mieszanie b¦dziemy stosowa¢ dla operatora UT' , adokªadniej dla rodziny operatorów fU (m)' gm2Z, gdzie U (m)' f(z) = '(z)mf(Tz)(patrz lemat 1.9).Najpierw rozwa»my ogóln¡ sytuacj¦, gdy T : (X;B; �) ! (X;B; �) jestdowolnym automor�zmem zachowuj¡cym miar¦ standardowej przestrzeni bo-relowskiej (X;B; �). B¦dziemy mówili, »e rosn¡cy ci¡g fqngn2N liczb natural-nych jest czasem sztywno±ci dla automor�zmu T , je±li dla ka»dego A 2 B,limn!1�(T qnA4A) = 0:
Dla dowolnej funkcji � : X ! T oraz liczby caªkowitej q oznaczmy

�(q)(x) =
8><>:

�(x)�(Tx):::�(T q�1x) dla q  01 dla q = 0(�(T qx)�(T q+1x):::�(T�1x))�1 dla q < 0:
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Natomiast dla dowolnej funkcji  : X ! R oraz liczby caªkowitej q oznaczmy
 (q)(x) =

8><>:
 (x) +  (Tx) + :::+  (T q�1x) dla q  00 dla q = 0

�( (T qx) +  (T q+1x) + :::+  (T�1x)) dla q < 0:
Twierdzenie 4.3 (patrz [17]) Zaªó»my, »e ci¡g fqngn2N jest czasem szty-

wno±ci automor�zmu T . Je±li
limn!1

Z
X �(qn)(x)d�(x) = �;

to operator

U� : L2(X;�)! L2(X;�); U�f(x) = �(x)f(Tx)
jest �{sªabo mieszaj¡cy wzdªu» ci¡gu fqngn2N. �

Wniosek 4.1 Zaªó»my, »e ci¡g fqngn2N jest czasem sztywno±ci automor-
�zmu T . Je±li limn!1

Z
X �(qn)(x)d�(x) = �

oraz 0 < j�j < 1, to operator U� ma widmo singularne i ci¡gªe.

Dowód. Zaªó»my, »e widmo operatora U� nie jest singularne. Wówczasistnieje niezerowa funkcja f 2 L2(X;�), której miara spektralna �f jest ab-solutnie ci¡gªa. Zatem
�kfk2 = limn!1(U qn� f; f) = limn!1 c�f (qn) = 0;

co stoi w sprzeczno±ci z zaªo»eniem 0 6= �.Zaªó»my, »e widmo operatora U� nie jest ci¡gªe. Wówczas istnieje funkcjamierzalna f : X ! T oraz liczba rzeczywista  taka, »e
�(x)f(Tx) = e2�if(x):

Poniewa» �(qn)(x)f(T qnx) = e2�iqnf(x), wi¦c
j�j = limn!1 j(U qn� f; f)j= limn!1 j

Z
X �(qn)(x)f(T qnx)f(x)d�(x)j = limn!1

Z
X jf j2d� = 1;

co stoi w sprzeczno±ci z zaªo»eniem 1 6= j�j. �
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4.1 Pewne wªasno±ci ergodycznych Zk-dziaªa« i ich za-
stosowania

Niech T : Zk � (X;B; �) ! (X;B; �) b¦dzie dziaªaniem grupy Zk nastandardowej przestrzeni borelowskiej (X;B; �). Kostk¡ w grupie Zk b¦dzie-my nazywa¢ dowolny zbiór postaci
kY
i=1[ai; bi] = f(m1; :::;mk) 2 Zk; ai ¬ mi ¬ bi; i = 1; ::; kg;

gdzie ai; bi 2 R, i = 1; :::; k. Niech M b¦dzie kostk¡ postaci Qki=1[ai; bi], gdzieai; bi 2 Z, i = 1; :::; k. Wówczas oznaczmy �(M) = mini=1;:::;k(bi � ai). Wie»¡ dladziaªania T b¦dziemy nazywa¢ dowoln¡ par¦ (A;M), gdzie A 2 B, �(A) > 0,za± M jest kostk¡ w Zk tak¡, »e dla dowolnych m 1;m 2 2 M , m 1 6= m 2mamy �(T m 1A \ T m 2A) = 0:Nast¦puj¡cy lemat jest ogóln¡ wersj¡ lematu 2.2 z [19].
Lemat 4.4 Zaªó»my, »e T jest ergodycznym Zk{dziaªaniem oraz niech

f(An;Mn)gn2N b¦dzie ci¡giem wie» dla dziaªania T takim, »e

limn!1 �(Mn) =1 oraz limn!1�( [m2Mn
T mAn) = " > 0:

Wówczas dla dowolnego g 2 L1(X;B; �) mamy

limn!1

ZS
m2Mn T mAn gd� = " ZX gd�:

Dowód. Niech Mn = Qki=1[a(n)i ; b(n)i ], gdzie a(n)i ; b(n)i 2 Z. Rozwa»my ci¡g
f�ngn2N w przestrzeni L1(X;�) okre±lony wzorem

�n = 1Sm2Mn T mAn :Wówczas k�nkL1 = 1. Poniewa» kula domkni¦ta jest zbiorem zwartym wL1�L1{topologii, wi¦c mo»emy wybra¢ podci¡g f�nlgl2N zbie»ny w L1�L1{topologii do funkcji � 2 L1(X;�). Wówczas dla dowolnego g 2 L1(X;B; �)mamy liml!1

Z
X g �nld� = ZX g �d�
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oraz liml!1

Z
X g �nl � T id� = ZX g � � T id�;

i = 1; :::; k. Z drugiej stronyZ
X g �nld��

Z
X g �nl � T id� = ZS

m2Kl1 T mAnl gd��
ZS

m2Kl2 T mAnl gd�;gdzie K l1; K l2 s¡ kostkami takimi, »e
card K l1 = card K l2 = card Mnlb(nl)i � a(nl)i + 1 :St¡d dla j = 1; 2 mamy

�( [
m2Klj

T mAnl) ¬ card K lj�(Anl) ¬ 1�(Mnl) ! 0;
gdy l!1. W ten sposób otrzymujemy

liml!1(ZX g �nld��
Z
X g �nl � T id�) = 0:

St¡d wynika, »e dla ka»dego g 2 L1(X;B; �),Z
X g �d� = ZX g � � T id�;

i = 1; :::; k. Zatem
� = � � T i; �� p.w. dla i = 1; :::; k:Na mocy ergodyczno±ci T otrzymujemy � = ", gdy» RX �d� = ". Zatem ci¡g

f�ngn2N sªabo zbiega w przestrzeni L1(X;�) do ", co ko«czy dowód. �

Twierdzenie 4.5 Zaªó»my, »e T jest ergodycznym Zk-dziaªaniem stan-
dardowej przestrzeni borelowskiej (X;B; �). Niech f(An;Mn)gn2N b¦dzie ci¡-
giem wie» dla dziaªania T takim, »elimn!1 �(Mn) =1 oraz limn!1�( [m2Mn

T mAn) = " > 0:
Wówczas dla �-p.w. x 2 X istnieje podci¡g f(Anj ;Mnj)gj2N wie» taki, »e dla
dowolnego naturalnego j mamy

x 2 [
m2Mnj

T mAnj :
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Dowód. Wystarczy pokaza¢, »e
�(1\l=1

[
n>l

[
m2Mn

T mAn) = 1 a wi¦c, »e �([n>l
[

m2Mn
T mAn) = 1

dla ka»dego naturalnego l. Wybierzmy dowoln¡ liczb¦ rzeczywist¡ 0 < � <1. Dla ustalonego naturalnego l b¦dziemy konstruowa¢ rosn¡cy ci¡g liczbnaturalnych fnjg1j=0 oraz dwa ci¡gi fBjg1j=0, fCjg1j=0 zbiorów borelowskichw nast¦puj¡cy sposób. Najpierw wybierzmy liczb¦ naturaln¡ n0 > l orazpoªó»my B0 = [
m2Mn0

T mAn0 ; C0 = Bc0:
Korzystaj¡c z lematu 4.4 otrzymujemy

limn!1�(C0 \ [
m2Mn

T mAn) = "�(C0):
Zatem mo»emy wybra¢ liczb¦ naturaln¡ n1 > n0 tak, »eby

�(C0 \ [
m2Mn1

T mAn1) > �"�(C0):
Wówczas poªó»my

B1 = C0 \ [
m2Mn1

T mAn1 ; C1 = (B0 [B1)c:
Nast¦pnie indukcyjnie dla danych nj, Bj, Cj wybierzmy nj+1 > nj tak, aby

�(Cj \ [
m2Mnj+1

T mAnj+1) > �"�(Cj)
oraz poªó»my

Bj+1 = Cj \ [
m2Mnj+1

T mAnj+1 ; Cj+1 = (B0 [ ::: [Bj+1)c:
Poniewa» Bj+1 � Cj dla j  0 oraz Bi \ Cj = ; dla 0 ¬ i ¬ j, wi¦c zbioryBj s¡ parami rozª¡czne. Ponadto,

1[
j=0Bj � 1[

j=0
[

m2Mnj
T mAnj � [

n>l
[

m2Mn
T mAn:
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Poniewa» �(Bj+1) > �"�(Cj), wi¦c
�(Cj+1) = 1� j+1X

i=1 �(Bi) = �(Cj)� �(Bj+1) < (1� �")�(Cj);
a st¡d �(Cj) < (1� �")j�(C0). Zatem

�( n[
j=1Bj) = 1� �(Cn) oraz limn!1�(Cn) = 0:

St¡d �( 1[j=1Bj) = 1, co w konsekwencji daje �([n>l
[

m2Mn
T mAn) = 1. �

Dla dowolnej liczby niewymiernej � o nieograniczonych ilorazach rozwa»-my obrót ergodyczny
T : (T; �)! (T; �); Tx = x+ �:Wybierzmy podci¡g fqnjgj2N mianowników liczby � tak, abylimj!1 qnjkqnj�k = 0:

Bez zmniejszenia ogólno±ci rozwa»a« mo»emy zaªo»y¢, »e nj s¡ liczbami pa-rzystymi. Wówczas ([0; fanj+1qnj�g); f0; :::; qnj � 1g)jest wie»¡ dla obrotu T oraz qnjfanj+1qnj�g ! 1, gdy j !1. Niech X = Tk,� = �k. Rozwa»my ergodyczne Zk-dziaªanie produktowe T : Zk � (X;�) !(X;�) okre±lone wzorem
T (m1;:::;mk) = Tm1 � :::� Tmk ;gdzie (m1; :::;mk) 2 Zk.Lemat 4.6 Niech W = Qki=1[vi; wi] b¦dzie dowoln¡ domkni¦t¡ kostk¡ w

Tk o niezerowej obj¦to±ci, za± 0 < � < 1. Wówczas dla �k-p.w. (�1; :::; �k) 2
Tk istnieje podci¡g fnjlgl2N taki, »eliml!1(fqnjl�1g; :::; fqnjl�kg) = (1; :::; k) 2 W
oraz dla ka»dego naturalnego l

�1; :::; �k 2 qnl�1[
t=[�qnl ]+1T t[0; fanjl+1qnjl�g):
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Dowód. Dla dowolnego naturalnego j oznaczmy
Aj = kY

i=1[vifanj+1qnj�g; wifanj+1qnj�g]
oraz Mj = (�qnj ; qnj)� :::� (�qnj ; qnj):Wówczas f(Aj;Mj)gj2N jest ci¡giem wie» dla dziaªania T takim, »e

limj!1�( [m2Mj
T mAj) = (1� �)k�k(W ) > 0 oraz limj!1 �(Mj) =1:

Korzystaj¡c z twierdzenia 4.5, dla �k-p.w. (�1; :::; �k) 2 Tk istnieje podci¡g
fnjlgl2N oraz istnieje ci¡g ft(l)i gl2N liczb naturalnych �qnjl < t(l)i < qnjl , i =1; :::; k taki, »e

�i 2 T t(l)i [vifanjl+1qnjl�g; wifanjl+1qnjl�g) =
[vifanjl+1qnjl�g+ t(l)i �;wifanjl+1qnjl�g+ t(l)i �):Bez zmniejszenia ogólno±ci rozumowania mo»emy zaªo»y¢, »e

liml!1(fqnjl�1g; :::; fqnjl�kg) = (1; :::; k):
Wówczas
fqnjl�ig 2 [viqnjlfanjl+1qnjl�g+ t(l)i kqnjl�k; wiqnjlfanjl+1qnjl�g+ t(l)i kqnjl�k):Poniewa»

t(l)i kqnjl�k ¬ qnjlkqnjl�k ! 0 oraz qnjlfanjl+1qnjl�g ! 1;
gdy l!1, wi¦c vi ¬ i ¬ wi dla i = 1; :::; k, czyli (1; :::; k) 2 W . �

4.2 Dowód twierdzenia 4.1

Zauwa»my, »e wystarczy pokaza¢, »e istnieje zbiór B = Tk+ �k{p.w. taki,»e je±li �0 = 0 oraz (�1; :::; �k) 2 B, to T' ma widmo proste, ci¡gªe i singularnena L21?. Przez � oznaczmy zbiór
f(1; :::; k) 2 Tk;8m1;:::;mk2f0;�1;�2g m11+ :::+mkk 2 Z) m1; :::;mk = 0g:
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Poniewa» zbiór � jest otwarty i g¦sty w Tk wi¦c mo»emy wybra¢ kostk¦W =Qki=1[vi; wi] � � o niezerowej obj¦to±ci tak¡, »e wi < vi+1 dla i = 1; :::; k � 1.Niech 1=2 < � < 1. Przez B0 oznaczmy zbiór (�1; :::; �k) 2 Tk, dla którychistnieje podci¡g fqnlgl2N mianowników � taki, »e
liml!1 qnlkqnl�k = 0, liml!1(fqnl�1g; :::; fqnl�kg) = (1; :::; k) 2 W

oraz dla dowolnego naturalnego l,
�1; :::; �k 2 qnl�1[

[�qnl ]+1T t[0; fanl+1qnl�g):
Wówczas 0 = 0 < 1 < ::: < k < k+1 = 1. Na mocy lematu 4.6, �k(B0) =1. Poªó»my B = B0 \ Tk+. Poka»emy, »e w ten sposób zde�niowany zbiórspeªnia warunki twierdzenia 4.1.Niech ' b¦dzie kocyklem KAC z niewymiernym skokiem. Zaªó»my, »e0 = �0 < �1 < ::: < �k < �k+1 = 1 s¡ wszystkimi punktami nieci¡gªo±ci 'oraz (�1; :::; �k) 2 B. Wówczas istnieje podci¡g fqnlgl2N mianowników � taki,»e liml!1 qnlkqnl�k = 0, liml!1(fqnl�1g; :::; fqnl�kg) = (1; :::; k) 2 W
oraz dla dowolnego naturalnego l,

�1; :::; �k 2 qnl�1[
[�qnl ]+1T t[0; fanl+1qnl�g):

Najpierw poka»emy, »e ka»dy z operatorów unitarnych U (m)' jest �(m)r -sªabomieszaj¡cy wzdªu» ci¡gu frqnlgl2N dla m 2 Z, r 2 N. Ponadto poka»emy, »edla ka»dego m 2 Z n f0g istnieje liczba naturalna r taka, »e 0 < j�(m)r j < 1oraz dla dowolnych m1;m2 2 Z n f0g, m1 6= m2 istnieje liczba r 2 N taka,»e �(m1)r 6= �(m2)r . Przez �m oznaczmy maksymalny typ spektralny operatoraU (m)' , m 2 Z. Wówczas na mocy twierdzenia 4.2 i wniosku 4.1 wszystkiemiary �m s¡ singularne i ci¡gªe oraz s¡ one parami ortogonalne.Niech � : T! R b¦dzie funkcj¡ okre±lon¡ wzorem
�(x) = Z x0 D ~'(t)dt� Z 10

Z u0 D ~'(t)dtdu;
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za±  : T! R,  = ~'� �. Wówczas � jest funkcj¡ absolutnie ci¡gª¡ o caªcezero, za±  jest staªa na odcinkach (�i; �i+1) oraz
 +(�i)�  �(�i) = ~'+(�i)� ~'�(�i) = di

dla i = 0; :::; k. St¡d
 + =  +(0) + k+1X

i=1 di1[�i;1);gdzie dk+1 = d0, d1 + d2 + :::+ dk+1 = 0. Na mocy twierdzenia 4.3 wystarczybada¢ zbie»no±¢ ci¡gu Z
T
e2�im ~'(rqnl )(x)dx:

Poniewa» ci¡g �(rqn) zbiega jednostajnie do zera (patrz lemat 3.21) oraz~'(rqn) = �(rqn) +  (rqn), wi¦c wystarczy znale¹¢ granic¦ ci¡guZ
T
e2�im (rqnl )(x)dx:

Poniewa» dla dowolnych a; b; x 2 T mamy
1[b;1)(x+ a)� 1[b;1)(a) = 1[b�a;1)(x)� 1[1�a;1)(x);

wi¦c
 +(x+ a)�  +(a) = k+1X

i=1 di(1[�i;1)(x+ a)� 1[�i;1)(x))(24)
= k+1X

i=1 di(1[�i�a;1)(x)� 1[1�a;1)(x))
= k+1X

i=1 di1[�i�a;1)(x):Zatem dla dowolnych q; r 2 N mamy
 (rq)+ =  (rq)+ (0) + q�1X

h=0
r�1X
s=0

k+1X
i=1 di1[�i�(sq+h)�;1):(25)

Dla q; r 2 N zde�niujmy funkcj¦ �r;q : T! R wzorem
�r;q =  (rq)+ (0) + r q�1Xj=0

k+1X
i=1 di1[(j+i)=q;1):
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Dla danych 1 ¬ i ¬ k + 1 oraz 0 ¬ j < qn niech h(j)i b¦dzie jedyn¡ liczb¡caªkowit¡ 0 ¬ h(j)i < qn speªniaj¡c¡ warunek
h(j)i pn + j = [qn�i]mod qn:

Wówczas
�i � h(j)i � = [qn�i]qn + fqn�igqn � h(j)i pnqn � h(j)i kqn�kqn(26)

= jqn + 1qn (fqn�ig � h(j)i kqn�k):
Zatem

 (rqn)+ � �r;qn = qn�1X
j=0

r�1X
s=0

k+1X
i=1 di(1[�i�(sqn+h(j)i )�;1) � 1[(j+i)=qn;1));

a st¡d
k (rqn)+ � �r;qnkL1 ¬ D qn�1X

j=0
r�1X
s=0

k+1X
i=1 j�i � (sqn + h(j)i )�� (j + i)=qnj;

gdzie D = maxi=1;:::;k jdij. Korzystaj¡c z (26) otrzymujemy, »e
k (rqn)+ � �r;qnkL1 ¬ D qn�1X

j=0
r�1X
s=0

k+1X
i=1 jfqn�ig � iqn � (s+ h(j)iqn )kqn�kj

¬ Dr kX
i=1 jfqn�ig � ij+Dkr2qnkqn�k;

a st¡d liml!1 k (rqnl )+ � �r;qnlkL1 = 0:(27)
Z drugiej strony dla dowolnych q; r 2 N mamy

�r;q =  (rq)+ (0) + r q�1Xj=0
k+1X
i=1 di(

kX
u=i1[ j+uq ; j+u+1q ) + 1[ j+1q ;1))

=  (rq)+ (0) + r q�1Xj=0
kX

u=1
uX
i=1 di1[ j+uq ; j+u+1q );
72



a zatemZ
T
e2�im�r;q(x)dx = e2�im (rq)+ (0) q�1Xj=0

kX
u=0 e2�imr

Pu
i=1 di(u+1 � u)=q(28)

= e2�im (rq)+ (0) kX
u=0 e2�imr

Pu
i=1 di(u+1 � u):

Nie zmniejszaj¡c ogólno±ci rozumowania mo»emy zaªo»y¢, »e
liml!1 e2�i (qnl )+ (0) = e2�ia:

Wówczas liml!1 e2�i (rqnl )+ (0) = e2�ira:(29)
Rzeczywi±cie, dla ka»dej liczby caªkowitej 0 ¬ s < r istnieje liczba ls 2 Ntaka, »e dla l  ls mamy  (qnl )+ (sqnl�) =  (qnl )+ (0). Wystarczy wybra¢ ls tak,aby dla l  ls speªniona byªa nierówno±¢

qnlkqnl�k < mini=1;:::;k(fqnl�ig)=(s+ 1):
Wówczas dla dowolnych i = 0; :::; k, j = 0; :::; qnl � 1 mamy
skqnl�k < fqnl�igqnl � kqnl�k ¬ fqnl�igqnl + jqnl � h(j)i kqnl�kqnl = �i � h(j)i �;

a zatem skqnl�k < �i � j� dla dowolnych i = 0; :::; k, j = 0; :::; qnl � 1. Namocy (25), otrzymujemy  (qnl )+ (sqnl�) =  (qnl )+ (0) dla l  ls. Poniewa»
 (rq)+ (0) =  (q)+ (0) +  (q)+ (q�) + :::+  (q)+ ((r � 1)q�);

wi¦c dla l  lr mamy  (rqnl )+ (0) = r (qnl )+ (0). Z (27), (28) oraz (29) otrzymu-jemy, »e
liml!1

Z
T
e2�im (rqnl )(x)dx = e2�imra kX

u=0 e2�imr
Pu

i=1 di(u+1 � u):(30)
Dla dowolnego elementu z 2 T przez Z(z) oznaczmy podgrup¦ grupy Tgenerowan¡ przez z. Niech G b¦dzie podgrup¡ grupy T generowan¡ przezelementy 1, e2�id1 , e2�i(d1+d2), ...,e2�i(d1+:::+dk). Wówczas

G = Z(e2�i�1)� :::� Z(e2�i�g)�G1;
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gdzie G1 jest grup¡ sko«czon¡ oraz �1; :::; �g; 1 s¡ niezale»ne nad Q. Niechc = card G1. Poniewa» przynajmniej jedna z liczb dj jest niewymierna, wi¦cg = rank(G) > 0. Dla j = 1; :::; k niech
e2�ic(d1+:::+dj) = e2�i(aj1�1+:::+ajg�g);

gdzie ajl 2 Z dla j = 1; :::; k, l = 1; :::; g. Wówczas rz¡d [ajl]j=1;:::;k;l=1;:::;g = g.Oznaczmy !l = e2�ic�l , l = 1; :::; g oraz !0 = e2�ica. Niech �j = j+1 � j dlaj = 0; :::; k. Wówczas �0; :::; �k > 0 oraz �0 + :::+ �k = 1. Przez Q oznaczmywielomian trygonometryczny na Tg okre±lonym wzorem
Q(z1; :::; zg) = �0 + �1za111 :::za1gg + :::+ �kzak11 :::zakgg :

Wówczas U (m)' jest operatorem unitarnym �(m)cr {sªabo mieszaj¡cy wzdªu» ci¡-gu fcrqnlgl2N, gdzie
�(m)cr = !mr0 Q(!mr1 ; !mr2 ; :::; !mrg ):

Poniewa»
j�(m)cr j = j�0 + �1e2�icmrd1 + :::+ �ke2�icmr(d1+:::+dk)j

oraz przynajmniej jedna z liczb d1+:::+dj jest niewymierna, wi¦c dlam; r 6= 0mamy j�(m)cr j < 1.Najpierw poka»my, »e dla dowolnej liczby caªkowitej m 6= 0 istnieje liczbanaturalna r taka, »e 0 < jQ(!mr1 ; :::; !mrg )j < 1:Zaªó»my, »e dla wszystkich r 2 N mamy Q(!mr1 ; :::; !mrg ) = 0. Poniewa»�1; :::; �g; 1 s¡ niezale»ne nad Q, wi¦c dla ka»dego (z1; :::; zg) 2 Tg mamyQ(z1; :::; zg) = 0. St¡d 0 = Q(1; :::; 1) = 1, a zatem sprzeczno±¢.Nast¦pnie poka»my, »e je±li jmj 6= jm0j, m;m0 6= 0, to istnieje liczbanaturalna r taka, »e
jQ(!mr1 ; :::; !mrg )j 6= jQ(!m0r1 ; :::; !m0rg )j:(31)

Zaªó»my, zaprzeczaj¡c tezie, »e dla wszystkich r 2 N w wyra»eniu (31) mamyrówno±¢. Wówczas dla ka»dego (z1; :::; zg) 2 Tg mamy
jQ(zm1 ; :::; zmg )j = jQ(zm01 ; :::; zm0g )j:
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Niech P b¦dzie wielomianem trygonometrycznym na T okre±lonym wzorem
P (z) = jQ(zm; 1; :::; 1)j2 = jQ(zm0 ; 1; :::; 1)j2:

Poniewa»
0 6= degP = maxi;j=0;:::;k jm(ai1 � aj1)j = maxi;j=0;:::;k jm0(ai1 � aj1)j;

gdzie a01 = 0, wi¦c otrzymujemy jmj = jm0j, co przeczy zaªo»eniu.Teraz poka»emy, »e dla dowolnej liczby caªkowitej m 6= 0 istnieje liczbanaturalna r taka, »e
!mr0 Q(!mr1 ; :::; !mrg ) 6= !�mr0 Q(!�mr1 ; :::; !�mrg ):(32)

Zaªó»my, »e w wyra»eniu (32) zachodzi równo±¢ dla wszystkich r 2 N. Wów-czas !mr0 Q(!mr1 ; :::; !mrg ) 2 Rdla ka»dego r 2 Z. Niech
G0 = f(!r1; :::; !rg); r 2 Zg:

G0 jest podgrup¡ w Tg. Rozwa»my grupowy homomor�zm F : G0 ! T danywzorem F (!r1; :::; !rg) = !2mr0 = Q(!�mr1 ; :::; !�mrg )Q(!mr1 ; :::; !mrg ) :
Odwzorowanie to jest dobrze zde�niowane, gdy» liczby �1; :::; �g; 1 s¡ nieza-le»ne nad Q. F jest odwzorowaniem ci¡gªym. Rzeczywi±cie, je±li

(!rn1 ; :::; !rng )! (1; :::; 1);
to

F (!rn1 ; :::; !rng ) = Q(!�mrn1 ; :::; !�mrng )Q(!mrn1 ; :::; !mrng ) !
Q(1; :::; 1)Q(1; :::; 1) = F (1; :::; 1):

Poniewa» podgrupa G0 jest g¦sta w Tg, wi¦c istnieje ci¡gªy homomor�zmgrupowy F : Tg ! T taki, »e F jG0 = F . F jest postaci
F (z1; :::; zg) = zc11 :::zcgg ;

75



gdzie c1; :::; cg 2 Z. St¡d!2m0 = F (!1; :::; !g) = !c11 :::!cgg :Zatem dla wszystkich r 2 Z mamy
!c1r1 :::!cgrg Q(!2mr1 ; :::; !2mrg ) 2 R:St¡d wynika, »e wielomian trygonometryczny

zc11 :::zcgg Q(z2m1 ; :::; z2mg )przyjmuje tylko warto±ci rzeczywiste. Zatem istniej¡ liczbym0; :::;mk 2 f0; 1;�1g,przy czym przynajmniej jedna z nich jest równa 1 i przynajmniej jedna �1takie, »e Pkj=0mj�j = 0, co stoi w sprzeczno±ci z warunkiem (1; :::; k) 2 �.W ten sposób udowodnili±my, »e ka»dy z operatorów U (m)' , m 2 Z n f0gma widmo singularne i ci¡gªe, za± ich maksymalne typy spektralne s¡ paramiortogonalne. Wystarczy wi¦c pokaza¢, »e ka»dy z operatorów U (m)' ma prostewidmo.
4.3 Widmo proste

Niech V : L2(T; �)! L2(T; �) b¦dzie operatorem unitarnym postaci
V f(e2�ix) = e2�ig(x)f(Te2�ix);gdzie g : T! R. Aby oszacowa¢ maksymaln¡ krotno±¢ spektraln¡ tego typuoperatorów u»yjemy kryterium udowodnionego przez M. Guenais w pracy[19].

Twierdzenie 4.7 Niech fBlgl2N b¦dzie ci¡giem odcinków w T oraz niech
fklgl2N ci¡giem liczb naturalnych takim, »e odcinki Bl; TBl; T 2Bl; :::; T klBl
s¡ parami rozª¡czne. Zaªó»my tak»e, »e

liml!1�( kl[
k=0T kBl) = � oraz liml!1�(Bl) = 0:

Je±li istnieje liczba rzeczywista 0 ¬ c < � taka, »e dla ka»dego f 2 L2(T; �),
kfkL2 = 1 mamy

lim supl!1
2� klX

k=0
Z
TkBl jf j2d�

Z Z
B2l
jg(k)(x)� g(k)(y)jd�(x)d�(y)�(Bl)2 ¬ c;

to maksymalna krotno±¢ spektraln¡ operatora V jest co najwy»ej 1=(�� c). �
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Aby doko«czy¢ dowód twierdzenia 4.1 b¦dziemy potrzebowali nast¦puj¡-cego twierdzenia.
Twierdzenie 4.8 Niech g : T! R b¦dzie funkcj¡ KAC o sumie skoków

zero. Je±li 0 = �0 < �1 < ::: < �k < �k+1 = 1 s¡ wszystkimi punktami
nieci¡gªo±ci funkcji g oraz (�1; :::; �k) 2 B, to operator V ma proste widmo.

Poniewa» (�1; :::; �k) 2 B, wi¦c istnieje podci¡g fqnlgl2N mianowników �taki, »e
liml!1 qnlkqnl�k = 0 oraz �1; :::; �k 2 qnl�1[

t=[�qnl ]+1T t[0; fanl+1qnl�g):
Poªó»my Bl = (0; fanl+1qnl�g) oraz kl = [�qnl ]. Wówczas �(Sklk=0 T kBl) !� , gdy l ! 1 oraz dla k = 0; :::; [�qnl ] funkcja g(k) jest absolutnie ci¡gªana odcinku Bl. We¹my dowoln¡ funkcj¦ f 2 L2(T; �) tak¡, »e kfkL2 = 1.Poniewa» dla dowolnych x; y 2 Bl mamy

jg(k)(x)� g(k)(y)j = j
Z yx Dg(k)(t)d�(t)j ¬ ZBl jDg(k)(t)jd�(t);wi¦c

2� [�qnl ]X
k=0

Z
TkBl jf j2d�

Z Z
B2l
jg(k)(x)� g(k)(y)jd�(x)d�(y)�(Bl)2

¬ 2� [�qnl ]X
k=0

Z
TkBl jf j2d�

Z
Bl jDg(k)(x)jd�(x);gdzie Dg 2 L10(T).Nast¦puj¡cy lemat jest ogólniejsz¡ wersj¡ lematu 4.1 z [19].

Lemat 4.9 Dla dowolnej liczby rzeczywistej " > 0 oraz funkcji h 2L10(T; �) istnieje rosn¡cy ci¡g fjlgl2N liczb naturalnych taki, »e dla dowol-
nej funkcji f 2 L2(T; �), kfkL2 = 1 mamy

lim supl!1

[�qnjl ]X
k=0

Z
TkBjl jf j2d�

Z
Bjl jh(k)(x)jd�(x) ¬ ":
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Dowód. Wybierzmy liczb¦ rzeczywist¡ 0 < � < � tak¡, »e
�(C) < � ) Z

C jh(x)jd�(x) < "=4:
Na mocy twierdzenia 4.5, zbiór

D = 1\
k=1

[
l>k

[�qnjl =2][
t=0 T tBl

ma peªn¡ miar¦ w T. Dla dowolnej liczby naturalnej m zde�niujmy zbiór
Am = fx 2 T; 8k>mjh(k)(x)k j < "=4g:

Poniewa» �(Am) ! 1, gdy m ! 1, wi¦c mo»emy wybra¢ m tak, aby�(Am) > 0. Niech x0 2 D b¦dzie punktem g¦sto±ci zbioru Am. Wybierz-my liczb¦ rzeczywist¡ � > 0 tak, »eby dla dowolnego odcinka I � T,
x0 2 I ^ �(I) < � ) �(I n Am) < ��(I):(33)

Poniewa» x0 2 D, wi¦c istnieje rosn¡cy ci¡g liczb naturalnych fjlgl2N orazci¡g ftlgl2N liczb caªkowitych 0 ¬ tl < �qnjl=2 taki, »e x0 2 T tlBjl . Niechl b¦dzie liczb¦ naturaln¡ tak¡, »e �(Bjl) < � oraz (m + �qnjl=2)�(Bjl) < �.Oznaczmy X = [�qnjl ]X
k=0

Z
TkBjl jf j2d�

Z
Bjl jh(k)jd�:Wówczas X

¬
m+tlX
k=0

Z
TkBjl jf j2d�

ZSk�1
i=0 T iBjl jhjd�(34)

+ [�qnjl ]X
k=m+tl+1

Z
TkBjl jf j2d�(

Z
Bjl\T�tlAm jh(k)jd�+ ZSk�1

i=0 T i(BjlnT�tlAm) jhjd�):
Poniewa» dla k = 0; :::;m+ tl mamy �(k�1[i=0 T iBjl) = (m+ �qnjl=2)�(Bjl) < �,wi¦c ZSk�1

i=0 T iBjl jhjd� < "=4:(35)
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Punkt x0 2 T tlBjl , a zatem na mocy (33) otrzymujemy
�(T tlBjl n Am) < ��(Bjl);

a st¡d
�([�qnjl ][

i=0 T i(Bjl n T�tlAm)) < �:
St¡d wynika, »e dla k = m+ tl + 1; :::; [�qnjl ] mamyZSk�1

i=0 T i(BjlnT�tlAm) jhjd� < "=4:(36)
Je±li x 2 Bjl \ T�tlAm, to jh(k)(T tlx)j ¬ "jkj=4 dla k > m. Zatem dlak = m+ tl + 1; :::; [�qnjl ] mamy
jh(k)(x)j ¬ jh(tl)(x)j+ jh(k�tl)(T tlx)j ¬ jh(tl)(x)j+ "4 jk� tlj ¬ jh(tl)(x)j+ "4qnjl :St¡d dla k = m+ tl + 1; :::; [�qnjl ] otrzymujemy, »eZ

Bjl\T�tlAm jh(k)jd� ¬
Z
Bjl jh(tl)jd�+ "4qnjl�(Bjl) ¬ "=2:(37)

Korzystaj¡c ze wzorów (34), (35), (36) oraz (37), otrzymujemy
[�qnjl ]X
k=0

Z
TkBjl jf j2d�

Z
Bjl jh(k)jd� ¬ " Z

T
jf j2d� = ";

a zatem
lim supl!1

[�qnjl ]X
k=0

Z
TkBjl jf j2d�

Z
Bjl jh(k)(x)jd�(x) ¬ ": �

Dowód twierdzenia 4.8. Poniewa» � > 1=2, wi¦c mo»emy wybra¢ liczb¦rzeczywist¡ " > 0 tak, »eby " < � � 1=2. Na mocy lematu 4.9, istnieje ci¡g
fjlgl2N taki, »e

lim supl!1
2� [�qnjl ]X

k=0
Z
TkBjl jf j2d�

Z
Bjl jDg(k)(x)jd�(x) ¬ ":
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Na mocy twierdzenia 4.7, maksymalna krotno±¢ spektralna widma operatoraV jest co najwy»ej 1=(� � ") < 2, a zatem V ma proste widmo. �Korzystaj¡c z twierdzenia 4.8 otrzymujemy, »e ka»dy z operatorów U (m)' ,m 2 Z n f0g ma widmo proste, singularne i ci¡gªe oraz ich maksymalne typyspektralne s¡ parami ortogonalne. Na mocy lematu 1.1, automor�zm T' mawidmo proste, singularne i ci¡gªe na przestrzeni L21?. �
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5 Ergodyczno±¢ pewnych potoków cylindry-
cznych

W tym rozdziale zajmiemy si¦ innego typu ukªadami dynamicznymi ni»do tej pory, b¦d¡ to automor�zmy przestrzeni z miar¡ niesko«czon¡. Do-kªadniej, b¦dziemy badali ergodyczno±¢ tzw. potoków cylindrycznych, tzn.automor�zmów postaci
Tf : (X � R;B; �
 �)! (X � R;B; �
 �); Tf (x; y) = (Tx; y + f(x));gdzie T : (X;B; �) ! (X;B; �) jest automor�zmem ergodycznym standar-dowej przestrzeni probabilistycznej (X;B; �), f : X ! R jest kocyklem mie-rzalnym oraz � jest miar¡ Lebesgue'a na R.Przez R = R [ f1g oznaczmy jednopunktowe uzwarcenie Aleksandrowazbioru liczb rzeczywistych. Mówimy, »e r 2 R nale»y do rozszerzonego zbio-

ru istotnych warto±ci kocyklu f (patrz [50]), je»eli dla dowolnego otoczeniaotwartego U(r) elementu r oraz dla dowolnego zbioru C 2 B takiego, »e�(C) > 0 istnieje liczba caªkowita n, dla której
�(C \ T�nC \ fx 2 X; f (n) 2 U(r)g) > 0:Rozszerzony zbiór istotnych warto±ci f oznaczamy przez E(f). Zbiór E(f) =E(f) \ R nazywamy zbiorem istotnych warto±ci f . Dowodzi si¦, »e E(f)jest domkni¦t¡ podgrup¡ R. Ponadto, E(f) jest zbiorem okresów funkcjimierzalnych Tf niezmienniczych, tzn.

E(f) = fr 2 R;8��Tf=�;�:X�R!R �(x; y + r) = �(x; y) p.w. g(patrz [50]). Automor�zm zachowuj¡cy miar¦ niesko«czon¡ nazywamy ergo-dycznym, gdy dla dowolnego zbioru niezmienniczego albo on sam, albo jegodopeªnienie ma miar¦ zero. Zatem automor�zm Tf jest ergodyczny wtedy itylko wtedy, gdy E(f) = R. Przez P(R) oznaczmy zbiór probabilistycznychmiar borelowskich na R. Przestrze« P(R) ze sªab¡ topologi¡ jest przestrzeni¡metryczn¡ i zwart¡.W pracy [40], M. Lema«czyk, F. Parreau, D. Voln�y udowodnili nast¦puj¡-ce dwa kryteria uªatwiaj¡ce badanie ergodyczno±ci potoków cylindrycznych.
Twierdzenie 5.1 Niech f : X ! R b¦dzie kocyklem mierzalnym oraz

niech ci¡g fqngn2N b¦dzie czasem sztywno±ci automor�zmu T . Je±li ci¡g miar
f(f (qn))��gn2N sªabo zbiega do miary � w przestrzeni P(R), tosupp(�) � E(f);
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gdzie supp(�) oznacza no±nik topologiczny miary �. �

Twierdzenie 5.2 Zaªó»my, »e ci¡g fqngn2N jest czasem sztywno±ci T
oraz f 2 L1(X) jest funkcj¡, dla której ci¡g fkf (qn)kL1gn2N jest ograniczony.
Je±li lim supn!1

j
Z

T
e2�ilf (qn)d�j ¬ c < 1

dla dostatecznie du»ych l, to automor�zm Tf jest ergodyczny. �

Dla dowolnej liczby naturalnej k, przez Sk oznaczmy zbiór liczb niewy-miernych �, dla których
lim infn!1 qk+1n kqn�k <1

oraz przez S0k oznaczmy podzbiór Sk liczb takich, »e
lim infn!1 qk+1n kqn�k = 0:

Oba zbiory s¡ zbiorami rezydualnymi w odcinku [0; 1).Niech � 2 [0; 1) b¦dzie dowoln¡ liczb¡ niewymiern¡. Rozwa»my potokcylindryczny postaci
Tf : T� R! T� R; Tf (x; y) = (Tx; y + f(x));

gdzie T : T! T jest obrotem o �, za± f : T! R jest kocyklem o caªce zero.
Gªówny rezultat D. Paska z [46] mówi, »e warunkiem wystarczaj¡cymergodyczno±ci automor�zmu Tf jest dla funkcji KAC warunek S(f) 6= 0.M. Lema«czyk, F. Parreau, D. Voln�y w [40] pokazali, »e klasa kocykli roz-patrywana w [46] posiada wªasno±¢ stabilno±ci ergodyczno±ci w przestrzeniBV (T)0 funkcji o wahaniu ograniczonym o caªce zero, a dokªadniej, je±li fjest KAC kocyklem, S(f) 6= 0 oraz g : T ! R jest kocyklem o wahaniuograniczonym takim, »e Var(f � g) < jS(f)j, to automor�zm Tg jest równie»ergodyczny. W [47] Pask pokazaª, »e je±li f jest kocyklem (k � 1) razy ró»-niczkowalnym p.w., funkcja Dk�1f jest KAC oraz S(Dk�1f) 6= 0, to Tf jestautomor�zmem ergodycznym dla � 2 Sk.Przypomnijmy, »e prace [40, 46, 47] bazowaªy na tym, »e suma skokówpewnej pochodnej kocyklu byªa niezerowa, co pozwalaªo na wykorzystanie
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twierdzenia ergodycznego dla nast¦pnej pochodnej, której caªka byªa nie-zerowa. W tym rozdziale, w odró»nieniu od powy»szej sytuacji, b¦dziemyrozwa»a¢ kocykle, dla których suma skoków pewnej pochodnej ' jest równazero.Niech f : T ! R b¦dzie funkcj¡ o wahaniu ograniczonym tak¡, »eR
T fd� = 0. Wówczas supx2T

jf(x)j ¬ Varf:
Rzeczywi±cie, niech fxngn2N b¦dzie ci¡giem punktów z T takim, »e jf(xn)j !supx2T jf(x)j, gdy n!1. Poniewa» RT fd� = 0, wi¦c dla ka»dego n istniejepunkt yn 2 T, dla którego f(xn)f(yn) ¬ 0. Wówczas

jf(xn)j ¬ jf(xn)� f(yn)j ¬ Varf;
dla ka»dego n, a zatem supx2T jf(x)j ¬ Varf .Niech k b¦dzie dowoln¡ liczb¡ naturaln¡. Przez Ck+BV0 oznaczmy zbiórfunkcji f : T ! R o caªce zero, (k � 1) razy ró»niczkowalnych takich,»e Dk�1f jest absolutnie ci¡gªa oraz Dkf ma wahanie ograniczone. NiechC0+BV0 = BV0. Zauwa»my, »e je±li f 2 Ck+BV0 , to Var(Dj�1f) ¬ Var(Djf)dla j = 1; :::; k. Istotnie, poniewa» Dj�1f jest funkcj¡ absolutnie ci¡gª¡, wi¦cVar(Dj�1f) = RT jDjf jd� oraz RTDjfd� = 0. Funkcja Djf ma wahanie ogra-niczone, a zatem

Var(Dj�1f) = Z
T
jDjf jd� ¬ supx2T

jDjf(x)j ¬ Var(Djf):
Na Ck+BV0 mo»emy okre±li¢ norm¦ kfkk+BV = Var(Dkf). Wówczas prze-strze« Ck+BV0 z norm¡ k kk+BV jest przestrzeni¡ Banacha. Przez Ck+KAC0oznaczmy podprzestrze« Ck+BV0 funkcji, dla których Dkf jest funkcj¡ kawaª-kami absolutnie ci¡gª¡ oraz przez Ck+AC0 oznaczmy podprzestrze« Ck+KAC0funkcji, dla których Dkf jest funkcj¡ absolutnie ci¡gª¡. Wówczas Ck+AC0 jestdomkni¦ciem podprzestrzni wielomianów trygonometrycznych w prestrzeniCk+BV0 .Zaªó»my, »e kocykl f 2 Ck+KAC0 , za± Dkf jest funkcj¡ nieci¡gª¡ KAC zzerow¡ sum¡ skoków. Zaªó»my równie», »e � 2 S0k oraz 0 = �0 < �1 < ::: <�d < 1 s¡ wszystkimi punktami nieci¡gªo±ci funkcji Dkf . Jednym z naszychgªównych rezultatów jest
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Twierdzenie 5.3 Niech k b¦dzie liczb¡ naturaln¡ oraz f 2 Ck+KAC0 . Je±li
istnieje podci¡g fqngn2N ci¡gu mianowników � taki, »e

limn!1 qk+1n kqn�k = 0 oraz limn!1fqn�ig = i;
przy czym i 6= j dla i 6= j; i; j = 0; :::; d, to automor�zm Tf jest ergodyczny.
Ponadto, istnieje liczba rzeczywista " = "(f) > 0 taka, »e je±li funkcja v 2Ck+BV0 oraz kvkk+BV < ", to automor�zm Tf+v jest równie» ergodyczny.
5.1 Uogólniona nierówno±¢ Denjoy{Koksmy

Niech Qn b¦dzie podziaªem T na odcinki wyznaczonym przez punkty fi�gdla i = 0; :::; qn � 1. Przypomnijmy, »e dla dowolnego n, ka»dy z odcinkówpodziaªu Qn jest dªugo±ci kqn�1�k+ kqn�k lub kqn�1�k.Idea dowodu nast¦puj¡cego twierdzenia pochodzi z pracy D. Paska [47].
Twierdzenie 5.4 Dla dowolnej liczby caªkowitej nieujemnej k istnieje

staªa M = Mk > 0 taka, »e je»eli funkcja f 2 Ck+BV0 , to dla dowolnego
naturalnego n,

qknjf (qn)(x)j ¬M(1 + qk+1n kqn�k)Var(Dkf):(38)
Dowód. Indukcja wzgl¦dem k.1. W przypadku, gdy k = 0 nierówno±¢ (38) jest zwykª¡ nierówno±ci¡Denjoy{Koksmy (patrz lemat 3.21).2. Zaªó»my, »e nierówno±¢ (38) jest prawdziwa dla pewnej liczby k. Po-ka»emy, »e istnieje staªa Mk+1 > 0 taka, »e je»eli f 2 Ck+1+BV0 , to

qk+1n jf (qn)(x)j ¬Mk+1(1 + qk+2n kqn�k)Var(Dk+1f):
Niech I b¦dzie dowolnym odcinkiem dªugo±ci kqn�1�k. Wówczas

j
Z
I f (qn)(x)dxj = j

ZSqn�1
i=0 T iI f(x)dxj = j

Z
TnSqn�1

i=0 T iI f(x)dxj:
Poniewa» TnSqn�1i=0 T iI = Sqn�1�1j=0 T jJ , gdzie J jest odcinkiem dªugo±ci kqn�k,wi¦c

j
Z
I f (qn)(x)dxj = j

Z
J f (qn�1)(x)dxj ¬ jJ j Var(f) ¬ kqn�k Var(Dk+1f):
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Je±li I jest odcinkiem dªugo±ci kqn�1�k + kqn�k, to podzielmy I na dwaodcinki: pierwszy I1 dªugo±ci kqn�1�k oraz drugi I2 dªugo±ci kqn�k. Wtedy
j
Z
I f (qn)(x)dxj ¬ j

Z
I1 f (qn)(x)dxj+ j

Z
I2 f (qn)(x)dxj ¬ 2kqn�k Var(Dk+1f):

St¡d wynika, »e w ka»dym odcinku I podziaªu Qn istnieje taki punkt xI 2 I,»e
jf (qn)(xI)j ¬ 4qnkqn�k Var(Dk+1f):Rzeczywi±cie, je±li funkcja f (qn)jI zmienia znak, to xI mo»na wybra¢ tak, abyf (qn)(xI) = 0. Natomiast, je±li funkcja f (qn)jI ma staªy znak oraz zaªo»ymy,»e
jf (qn)(x)j  4qnkqn�k Var(Dk+1f)dla ka»dego x 2 I, to

j
Z
I f (qn)(x)dxj > jIj4qnkqn�k Var(Dk+1f) > 2kqn�k Var(Dk+1f);

a zatem sprzeczno±¢.Poniewa» funkcja f jest absolutnie ci¡gªa oraz Df 2 Ck+BV0 , wi¦c korzy-staj¡c z zaªo»enia indukcyjnego dla dowolnych a; b 2 T otrzymujemy
jf (qn)(b)� f (qn)(a)j = j

Z ba Df (qn)(x)dxj
¬ Mk(1 + qk+1n kqn�k)Var(Dk+1f) jb� ajqkn :

Niech x b¦dzie dowolnym punktem T. Wybierzmy odcinek I podziaªu Qntak, aby x 2 I. Wówczas
jf (qn)(x)� f (qn)(xI)j ¬ 2kqn�1�kqkn Mk(1 + qk+1n kqn�k)Var(Dk+1f)

¬
2Mkqk+1n (1 + qk+1n kqn�k) Var(Dk+1f):

St¡d
qk+1n jf (qn)(x)j ¬ qk+1n jf (qn)(x)� f (qn)(xI)j+ qk+1n jf (qn)(xI)j

¬ (2Mk(1 + qk+1n kqn�k) + 4qk+2n kqn�k) Var(Dk+1f)
¬ (2Mk + 4)(1 + qk+2n kqn�k) Var(Dk+1f);

co ko«czy dowód twierdzenia. �
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Wniosek 5.1 Zaªó»my, »e � 2 Sk oraz fqngn2N jest podci¡giem ci¡gu
mianowników � takim, »e ci¡g fqk+1n kqn�kgn2N jest ograniczony. Wówczas
istnieje staªa K  1 taka, »e dla dowolnej funkcji f 2 Ck+BV0 oraz dowolnego
naturalnego n, qknjf (qn)(x)j ¬ KVar(Dkf):
Ponadto, je±li f 2 Ck+AC0 , to ci¡g fqknf (qn)gn2N zbiega jednostajnie do zera.

Dowód. Pierwsza cz¦±¢ wniosku jest oczywist¡ konsekwencj¡ twierdze-nia 5.4. Przejd¹my wi¦c do dowodu drugiej cz¦±ci. Niech wi¦c f 2 Ck+AC0 .Wówczas istnieje ci¡g fPmgm2N wielomianów trygonometrycznych o caªcezero taki, »e limm!1 VarDk(Pm � f) = 0:
Zatem jednostajn¡ zbie»no±¢ do zera ci¡gu fqknf (qn)gn2N wystarczy sprawdzi¢w przypadku, gdy f jest wielomianem trygonometrycznym o caªce zero, tzn.

f(x) = MX
m=�M ame2�imx;

gdzie a0 = 0. Wówczas
jqknf (qn)(x)j = jqkn MX

m=�M am e2�imqn� � 1e2�im� � 1 e2�imxj
¬ 2qkn MX

m=�M jamj
mkqn�k
km�k

= qknkqn�k MX
m=�M

2jamjm
km�k ;

a zatem ci¡g fqknf (qn)gn2N zbiega jednostajnie do zera. �

Wniosek 5.2 Zaªó»my, »e istnieje podci¡g fqngn2N ci¡gu mianowników
liczby � oraz ci¡g fcngn2N liczb naturalnych taki, »e ci¡gi

f
cnqngn2N oraz fcnqknkqn�kgn2N

s¡ ograniczone. Wówczas istnieje staªa K  1 taka, »e je±li funkcja f 2Ck+BV0 , to dla dowolnego naturalnego n,
cnqk�1n jf (qn)(x)j ¬MVar(Dkf):
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Ponadto, je±li f 2 Ck+AC0 , to ci¡g fcnqk�1n f (qn)gn2N zbiega jednostajnie do
zera.

Dowód. Pierwsz¡ cze±¢ wniosku otrzymujemy post¦puj¡c analogiczniejak w dowodzie twierdzenia 5.4. Natomiast, drug¡ cze±¢ wniosku otrzymuje-my post¦puj¡c analogicznie jak w dowodzie wniosku 5.1. �

5.2 Ergodyczno±¢ kocykli kawaªkami absolutnie ci¡g-
ªych

Niech f : T ! R b¦dzie KAC kocyklem oraz niech 0 ¬ �0 < �1 < ::: <�d < 1 b¦d¡ wszystkimi punktami nieci¡gªo±ci f . Poniewa» sko±ne produktyTf (x; y) = (x+�; y+f(x)) oraz Tf�0 (x; y) = (x+�; y+f(x��0)) s¡ izomor-�czne (izomor�zm jest postaci S(x; y) = (x + �0; y)), wi¦c mo»emy zaªo»y¢,»e �0 = 0. Zaªó»my, »e � jest liczb¡ niewymiern¡ o nieograniczonych ilora-zach. Niech fqngn2N b¦dzie podci¡giem ci¡gu mianowników liczby � takim,»e limn!1 qnkqn�k = 0 oraz limn!1fqn�ig = i;gdzie i 6= j dla i 6= j; i; j = 0; :::; d. Oznaczmy ai = f+(�i) � f�(�i),i = 0; :::; d. Natomiast, przez Z(a0; :::; ad) oznaczmy domkni¦t¡ podgrup¦grupy R generowan¡ przez a0; a1; :::; ad.Twierdzenie 5.5 Niech f : T ! R b¦dzie KAC kocyklem o caªce zero
oraz sumie skoków równej zero. Je±li Z(a0; :::; ad) = R lub 1; :::; d; 1 s¡
niezale»ne nad Q, to automor�zm Tf jest ergodyczny.

Dowód. Niech � b¦dzie permutacj¡ zbioru f0; 1; :::; dg tak¡, »e0 = �(0) < �(1) < ::: < �(d) < �(d+1) = 1;gdzie �(0) = �(d + 1). Zauwa»my, »e �(0) = 0. Podobnie jak w dowodzietwierdzenia 4.1, rozwa»my funkcj¦ g : T! R,
g(x) = Z x0 Df(t)dt� Z 10

Z u0 Df(t)dtdu
oraz funkcj¦ h : T! R, h = f � g. Wówczas g jest funkcj¡ absolutnie ci¡gª¡o caªce zero, natomiast h jest staªa na odcinkach (�i; �i+1), ma zerow¡ caªk¦oraz ai = h+(�i)� h�(�i), i = 0; :::; d (�d+1 = 1). Zatem

h+ = h+(0) + d+1X
i=1 ai1[�i;1)
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oraz h+(0) = d+1X
i=1 ai�i. Korzystaj¡c z (25), dla dowolnej liczby naturalnej qotrzymujemy

h(q)+ = h(q)+ (0) + q�1X
s=0

d+1X
i=1 ai1[�i�s�;1):(39)

Dla danych liczb caªkowitych 0 ¬ i ¬ d oraz 0 ¬ j < qn przez s(j)ioznaczmy jedyn¡ liczb¦ caªkowit¡ 0 ¬ s(j)i < qn speªniaj¡c¡ warunek
s(j)i pn + j = [qn�i] mod qn:Wówczas

�i � s(j)i � = [qn�i]qn + fqn�igqn � s(j)i pnqn � s(j)i �nqn(40)
= jqn + 1qn (fqn�ig � s(j)i �n);

gdzie j�nj = kqn�k. St¡d wynika, »e dla j = 0; :::; qn � 1 mamy
��(0) � s(j)�(0)� e<��(1) � s(j)�(1)� e<::: e<��(d) � s(j)�(d)� e<��(0) � s(j+1)�(0) �:Dla dowolnych j = 0; :::; qn � 1, i = 0; :::; d oznaczmy
I(j)i = 8<: (��(i) � s(j)�(i)�; ��(i+1) � s(j)�(i+1)�) dla i = 0; :::; d� 1(��(d) � s(j)�(d)�; ��(0) � s(j+1)�(0) �) dla i = d:

Wówczas dla x 2 I(j)i otrzymujemy
h(qn)(x) = h(qn)+ (0) + qn�1X

l=0
d+1X
m=1 am1[��(m)�s(l)�(m)�;1)(x)

= h(qn)+ (0) + j�1X
l=0

d+1X
m=1 am + d+1X

m=1 am1[��(m)�s(j)�(m)�;1)(x)
= h(qn)+ (0) + iX

m=1 am:Policzmy h(qn)+ (0). Korzystaj¡c z (24) otrzymujemy
h(qn)+ (0) = qn�1X

j=0 h+(j�) =
qn�1X
j=0 (h+(0) +

dX
i=1 ai1[�i;1)(j�))

= qnh+(0) + dX
i=1 ai

qn�1X
j=0 1[�i;1)(j�):
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Z drugiej strony dla i = 1; :::; d wiemy, »eqn�1X
j=0 1[�i;1)(j�) = cardf0 ¬ j < qn; j� > �ig

= cardf0 ¬ j < qn; j pnqn + j �nqn > [qn�i]qn + fqn�igqn g

= cardf0 ¬ j < qn; j pnqn > [qn�i]qn g

= qn � [qn�i]� 1:
Zatem

h(qn)+ (0) = qn d+1X
i=1 ai�i +

dX
i=1 ai(qn � [qn�i]� 1)

= qn dX
i=1 ai�i +

dX
i=1 ai(fqn�ig � qn�i) + a0

= dX
i=1 aifqn�ig+ a0:

St¡d dla x 2 I(j)i otrzymujemy
h(qn)(x) = dX

m=1 amfqn�mg+
iX

m=0 am = b(n)i :(41)
Dla i = 0; :::; d mamy

�(fx 2 T;h(qn)(x) = b(n)i g) 
qn�1X
j=0 jI(j)i j

= qn�1X
j=0 1qn jfqn��(i+1)g � fqn��(i)g
��n(s(j)�(i+1) � s(j)�(i))j


12 jfqn��(i+1)g � fqn��(i)gj

dla dostatecznie du»ych n. Poniewa» dla i = 0; :::; d,
limn!1(fqn��(i+1)g � fqn��(i)g) = �(i+1) � �(i) > 0
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oraz ci¡g g(qn) jednostajnie zbiega do zera, wi¦c na podstawie twierdzenia 5.1,
dX

m=1 amm + iX
m=0 am 2 E(f)

dla i = 0; :::; d, w szczególno±ci a0; a1; :::; ad 2 E(f).Zaªó»my, zaprzeczaj¡c tezie twierdzenia, »e automor�zm Tf nie jest ergo-dyczny. Wówczas E(f) = Zr dla pewnego r 2 R, a zatem
dX
i=1 aii; a0; a1; :::; ad 2 Zr:Niech m;m0; :::;md b¦d¡ liczbami caªkowitymi takimi, »e
dX
i=1 aii = mr oraz ai = mir

dla i = 0; :::; d: Wówczas
Z(a0; :::; ad) � Zr oraz dX

i=1mii = m;
co przeczy zaªo»eniom twierdzenia. �

5.3 Ergodyczno±¢ kocykli ró»niczkowalnych

Do dowodu twierdzenia 5.3 b¦dziemy potrzebowali nast¦puj¡cego lematu.
Lemat 5.6 Niech I � R b¦dzie odcinkiem, za± k dowoln¡ liczb¡ natural-

n¡. Je±li P jest wielomianem rzeczywistym stopnia k postaci P (x) = ckxk +:::+ c0, ck 6= 0, to istnieje odcinek J � I taki, »e jJ j  jIj=4k oraz

x 2 J ) jP (x)j  k!jckj( jIj4 )k:
Dowód. Niech f : R ! R b¦dzie dowoln¡ funkcj¡ ró»niczkowaln¡ wsposób ci¡gªy. Zaªó»my, »e istnieje odcinek I � R taki, »e jDf(x)j  a > 0dla x 2 I. Poka»emy, »e istnieje odcinek J � I, jJ j  jIj=4, dla którego

jf(x)j  ajIj=4 dla x 2 J . Bez zmniejszenia ogólno±ci rozumowania mo»emyzaªo»y¢, »e Df(x)  a > 0 dla x 2 I. Przypu±¢my, »e dla dowolnego odcinka
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J � I takiego, »e jJ j  jIj=4 dla pewnego x 2 J mamy jf(x)j < ajIj=4.Funkcja f jest rosn¡ca, a zatem znajdziemy punkty x; y 2 I takie, »e x�y 
jIj=2 oraz jf(x)j; jf(y)j < ajIj=4. Wówczas

ajIj=2 ¬ ajx� yj ¬ jf(x)� f(y)j < ajIj=2;
a zatem sprzeczno±¢. Stosuj¡c powy»sz¡ wªasno±¢ dla kolejnych pochodnychwielomianu P otrzymujemy dowód lematu. �

Dowód twierdzenia 5.3. Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 5.5,niech � b¦dzie permutacj¡ zbioru f0; 1; :::; dg tak¡, »e
0 = �(0) < �(1) < ::: < �(d) < �(d+1) = 1:

Ponadto, dla danych liczb caªkowitych 0 ¬ i ¬ d oraz 0 ¬ j < qn, jak wdowodzie twierdzenia 5.5, przez s(j)i oznaczmy jedyn¡ liczb¦ caªkowit¡ 0 ¬s(j)i < qn speªniaj¡c¡ warunek
s(j)i pn + j = [qn�i] mod qn:

ªatwo zauwa»y¢ jest, »e funkcj¦ f mo»na przedstawi¢ jako sum¦ f = g+h,gdzie g 2 Ck+AC0 , za± h 2 Ck+KAC0 orazDkh jest staªa na odcinkach (�i; �i+1).Wówczas ai = Dkh+(�i)�Dkh�(�i) dla i = 0; :::; d oraz
Dkh+ = Dkh+(0) + d+1X

i=1 ai1[�i;1);
gdzieDkh+(0) = d+1X

i=1 ai�i. Korzystaj¡c z (41), dla x 2 I(j)i (patrz dowód twier-
dzenia 4.5) otrzymujemy

Dkh(qn)(x) = dX
m=1 amfqn�mg+

iX
m=0 am:Dla ka»dego j = 0; :::; qn � 1 oraz i = 0; :::; d oznaczmy

Î(j)i =
8>>>><>>>>:

(��(i) � s(j)�(i)� + qknkqn�k; ��(i+1) � s(j)�(i+1)�� qknkqn�k)dla i = 0; :::; d� 1(��(d) � s(j)�(d)� + qknkqn�k; ��(0) � s(j+1)�(0) �� qknkqn�k)dla i = d:
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Poniewa» qk+1n kqn�k ! 0, gdy n!1, wi¦c
jÎ(j)i j = 1qn jfqn��(i+1)g � fqn��(i)g � �n(s(j)�(i+1) � s(j)�(i))� 2qk+1n kqn�k


�(i+1) � �(i)2qn :

dla dostatecznie du»ych n. Dla dowolnego x 2 T,
Dkh(qk+1n )(x) = Dkh(qn)(x)+Dkh(qn)(x+ qn�)+ :::+Dkh(qn)(x+(qkn�1)qn�);
a st¡d otrzymujemy, »e dla ka»dego x 2 Î(j)i

Dkh(qk+1n )(x) = qkn( dX
m=1 amfqn�mg+

iX
m=0 am):Dla i = 0; :::; d oznaczmy

ci = dX
m=1 amm + iX

m=0 am:Przynajmniej jedna z liczb ci nie jest równa zero. Rzeczywi±cie, je±li zaªo»y-my, »e wszystkie ci s¡ równe zero, to ai = ci � ci�1 = 0. Wybierzmy i0 tak,aby ci0 6= 0. Oznaczmy
b(n) = dX

m=1 amfqn�mg+
i0X

m=0 am:Poniewa» Dkh(qk+1n ) = qknb(n) na Î(j)i0 , wi¦c
Dh(qk+1n )(x) = qknb(n)xk�1 + Pj(x)

na Î(j)i0 , gdzie Pj jest wielomianem stopnia co najwy»ej k�1 (j = 0; :::; qn�1).Na mocy lematu 5.6, dla ka»dego j = 0; :::; qn � 1 istnieje odcinek Jj � Î(j)i0taki, »e
jJjj  14k�1 jÎ(j)i0 j  �(i0+1) � �(i0)4kqn ;oraz

jDh(qk+1n )(x))j  qknjb(n)j( jÎ(j)i0 j4 )k�1  12qknjci0j(�(i0+1) � �(i0)4kqn )k�1
 qn jci0j(�(i0+1) � �(i0+1))k�14k2
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na Jj. Poªó»my
C = �(i0+1) � �(i0)4k oraz M = jci0j(�(i0+1) � �(i0))k�14k2 :

Zatem istnieje rodzina parami rozª¡cznych odcinków fJj; j = 0; :::; qn � 1gtaka, »e dla j = 0; :::; qn � 1 mamy
jJjj  Cqn oraz x 2 Jj ) jDh(qk+1n )(x)j Mqn:

Zauwa»my, »e fqk+1n gn2N jest czasem sztywno±ci obrotu o � oraz ci¡g fk(f +v)(qk+1n )k1gn2N jest ograniczony, bo k(f + v)(qk+1n )k1 ¬ qknk(f + v)(qn)k1 orazf + v 2 Ck+BV0 . Na mocy twierdzenia 5.2, wystarczy pokaza¢, »e
lim supn!1

j
Z

T
e2�il(f+v)(qk+1n )(x)dxj ¬ c < 1

dla dostatecznie du»ych l. Poniewa» kg(qk+1n )k1 ¬ qknkg(qn)k1 oraz g 2 Ck+AC0 ,wi¦c ci¡g fg(qk+1n )gn2N jednostajnie zbiega do zera, na mocy wniosku 5.1. St¡d
limn!1 j

Z
T
e2�il(f+v)(qk+1n )(x)dx� Z

T
e2�il(h+v)(qk+1n )(x)dxj = 0;

a zatem wystarczy szacowa¢
lim supn!1

j
Z

T
e2�il(h+v)(qk+1n )(x)dxj:

Oznaczmy Ck = j
Z

T
e2�il(h+v)(qk+1n )(x)dxj

Niech Jj = (aj; bj) dla j = 0; :::; qn�1. Korzystaj¡c z caªkowania przez cz¦±cidla caªek Stieltjesa otrzymujemy
Ck ¬ 1� qn�1X

j=0 jJjj+ j
qn�1X
j=0

Z bjaj e2�il(h+v)(q
k+1n )(x)dxj

¬ 1� C + j qn�1X
j=0

Z bjaj e2�ilv(qk+1n )(x)2�ilDh(qk+1n )(x)de2�ilh(qk+1n )(x)j
= 1� C + j qn�1X

j=0 (e
2�il(h+v)(qk+1n )(bj)2�ilDh(qk+1n )(bj) � e2�il(h+v)(qk+1n )(aj)2�ilDh(qk+1n )(aj)

�
Z bjaj e2�ilh(q

k+1n )(x)d e2�ilv(qk+1n )(x)2�ilDh(qk+1n )(x))j
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Poniewa» jDh(qk+1n )(x)j Mqn dla x 2 Jj, wi¦c
j
qn�1X
j=0 (e

2�il(h+v)(qk+1n )(bj)2�ilDh(qk+1n )(bj) � e2�il(h+v)(qk+1n )(aj)2�ilDh(qk+1n )(aj))j ¬ 1lM� :
Korzystaj¡c kolejno z (11), (12) oraz (13) dla j = 0; :::; qn � 1 mamy
j
Z bjaj e2�ilh(q

k+1n )(x)de2�ilv(qk+1n )(x)
Dh(qk+1n )(x) j ¬ Varbjaj e2�ilv(q

k+1n )

Dh(qk+1n )
¬

2�l Varbjajv(qk+1n )
inf(aj ;bj) jDh(qk+1n )j + Varbjaj 1Dh(qk+1n )

¬
2�lMqn

Z bjaj jDv(qk+1n )jd�+ VarbjajDh(qk+1n )
M2q2n :

St¡d wynika, »e
j
Z

T
e2�il(h+v)(qk+1n )(x)dxj ¬ 1�C+ 1lM� + 1Mqn

Z
T
jDv(qk+1n )jd�+Var Dh(qk+1n )2�lM2q2n :

Korzystaj¡c z wniosku 5.1 otrzymujemyZ
T
jDv(qk+1n )jd� ¬ qkn Z

T
jDv(qn)jd� ¬ Kqn Var Dkv:

Natomiast, Var Dh(qk+1n ) ¬ Kq2n Var Dkh:Rzeczywi±cie, w przypadku, gdy k = 1 mamy
Var Dh(qk+1n ) = VarDh(q2n) ¬ q2n Var Dh;

za±, gdy k > 1 mamy
Var Dh(qk+1n ) = Z

T
jD2h(qk+1n )jd� ¬ qkn Z

T
jD2h(qn)jd� ¬ Kq2n Var Dkh;

na mocy wniosku 5.1. St¡d wynika, »e
lim supn!1

j
Z

T
e2�il(h+v)(qk+1n )(x)dxj ¬ 1�C + 1lM� + K Var DkvM + K Var Dkh2�lM2 :
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Je±li funkcja v 2 Ck+BV0 speªnia warunek
Var Dkv < MCK ;

to lim supn!1
j
Z

T
e2�il(h+v)(qk+1n )(x)dxj ¬ 1� 12(C � K Var DkvM ) < 1

dla dostatecznie du»ych l. St¡d na mocy twierdzenia 5.2, automor�zm Tf+vjest ergodyczny. �

5.4 Uwagi na temat twierdzenia 5.5

Na zako«czenie rozdziaªu wró¢my jeszcze do problemu ergodyczno±ci po-toków cylindrycznych w przypadku kocykli kawaªkami absolutnie ci¡gªych.Udowodnijmy najpierw lemat dotycz¡cy ergodyczno±ci sko±nych produktówna torusie T2.
Lemat 5.7 Niech k b¦dzie liczb¡ caªkowit¡ nieujemn¡ oraz niech ' 2Ck+AC0 . Zaªó»my, »e liczby �; �; 1 s¡ niezale»ne nad Q oraz

lim infn!1 qknkqn�k > 0:
Wówczas sko±ny produkt

T'+s� : (T� T;B 
 B; �
 �)! (T� T;B 
 B; �
 �);
T'+s�(x; y) = (x+ �; y + s� + '(x))

jest ergodyczny dla dowolnej liczby caªkowitej s ró»nej od zera.

Dowód. Zaªó»my, zaprzeczaj¡c tezie lematu, »e automor�zm T'+s� niejest ergodyczny. Wówczas istnieje liczba l 2 Z n f0g oraz funkcja mierzalna : T! R taka, »e
e2�il(s�+'(x)) = e2�i( (x+�)� (x)):

Poniewa» �; �; 1 s¡ niezale»ne nad Q, na mocy twierdzenia 1.16, istniejepodci¡g fqngn2N ci¡gu mianowników � oraz liczba caªkowita 0 ¬ m ¬ ktaka, »e
kqn�k > 14qnkqn�k;(42)

95



limn!1 qm�1n kqn�k = 0 oraz limn!1 qmn kqn�k > 0:Niech fcngn2N b¦dzie ci¡giem liczb naturalnych okre±lonym wzorem
cn = [ 14lsqm�1n kqn�k ]:Wówczas lim supn!1
cnqn ¬ 1= limn!1 4lsqmn kqn�k <1oraz limn!1 lscnqm�1n kqn�k = 14 :(43)

St¡d wynika, »e limn!1 klscnqmn �k = 14 :Z (42) oraz (43) wynika, »e ci¡g fcnqm�1n kqn�kgn2N zbiega do zera. Na mocywniosku 5.2, ci¡g fcnqm�1n '(qn)gn2N, a zarazem i ci¡g f'(cnqmn )gn2N zbiegajednostajnie do zera. Zatem ci¡g
e2�il(scnqmn �+'(cnqmn )(x)) = e2�i( (x+cnqmn �)� (x))

zbiega jednostajnie do e�2 i = i, za± z drugiej strony do 1 w L1 normie, czylisprzeczno±¢. �Niech f : T! R b¦dzie KAC kocyklem o caªce zero, oraz z sum¡ skokówzero. Niech 0 = �0 < �1 < ::: < �d < 1 b¦d¡ jego wszystkimi punktaminieci¡gªo±ci oraz niech ai = f+(�i) � f�(�i) dla i = 0; :::; d. Zaªó»my, »eistnieje podci¡g fqngn2N ci¡gu mianowników � taki, »e
limn!1 qnkqn�k = 0 oraz limn!1fqn�ig = i:

Poniewa» wszystkie ai s¡ ró»ne od zera, wi¦c Z(a0; :::; ad) 6= 0. W twierdze-niu 5.3 pokazali±my, je±li Z(a0; :::; ad) = R, to automor�zm Tf jest ergodycz-ny. Rozwa»my alternatywn¡ sytuacj¦, gdy grupa Z(a0; :::; ad) nie jest caª¡prost¡ rzeczywist¡.
Twierdzenie 5.8 Zaªó»my, »e Z(a0; :::; ad) = Zr (r 6= 0) oraz

lim infn!1 qknkqn(m1�1 + :::+md�d)k > 0;
gdzie mi = ai=r, i = 1; :::; d. Wówczas, je±li Df 2 Ck�1+AC0 , to automor�zmTf jest ergodyczny.
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Dowód. Zaªó»my, »e automor�zm Tf nie jest ergodyczny, czyli E(f) =
Zr0 dla pewnego rzeczywistego r0. Korzystaj¡c z dowodu twierdzenia 5.5 ma-my a0; a1; :::; ad 2 E(f) = Zr0;a zatem r = mr0 dla pewnej liczby caªkowitej m. St¡d r0 6= 0. Przypomnijmy,»e Zr0 jest zbiorem okresów funkcji Tf niezmienniczych, czyli dla dowolnejfunkcji mierzalnej � : T � R ! R speªniaj¡cej warunek � � Tf = � mamy�(x; y + r0) = �(x; y). Dla dowolnej funkcji Tf{niezmienniczej � rozwa»myfunkcj¦ ~� : T� R=Z! R; ~�(x; y) = �(x; r0y)oraz sko±ny produkt

~Tf : T� R=Z! T� R=Z; ~Tf (x; y) = (x+ �; y + f(x)r0 ):
Wówczas ~� � ~Tf = ~�. Poniewa»

f = g + d+1X
i=1 ai�i +

d+1X
i=1 ai1[�i;1);

gdzie g 2 Ck+AC0 , wi¦c
f(x)r0 = 1r0 (g(x) + d+1X

i=1 rmi�i + d+1X
i=1 rmi1[�i;1)(x)) = g(x)r0 +m dX

i=1mi�i
p.w. mod 1. Korzystaj¡c z lematu 5.7 otrzymujemy, »e funkcja ~� jest staªa.Zatem równie» � jest funkcj¡ staª¡, co dowodzi ergodyczno±ci automor�zmuTf . �
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6 Funkcje realizuj¡ce maksymalny typ spek-
tralny

Niech U b¦dzie operatorem unitarnym o±rodkowej przestrzeni Hilberta
H. W tym rozdziale b¦dziemy bada¢, które elementy f 2 H realizuj¡ mak-symalny typ spektralny, tzn. dla których f 2 H klasa równowa»no±ci miary�f jest maksymalnym typem spektralnym. Problematyka ta jest zwi¡zanaz klasycznym twierdzeniem Aleksiejewa [2], które mówi, »e dla dowolnegooperatora unitarnego na przestrzeni L2(X;B; �) istnieje funkcja ograniczo-na, realizuj¡ca maksymalny typ spektralny operatora. W.M. Aleksiejew w[2] postawiª równie» nast¦puj¡ce pytanie: czy dowolny typ spektralny jestrealizowany przez funkcj¦ ograniczon¡? Przypomnijmy, »e odpowied¹ nega-tywna jest dobrze znana, przykªadem s¡ operatory pochodz¡ce od ukªadówGaussa z widmem prostym. Natomiast, rodzi si¦ pytanie, dla jakich automor-�zmów odpowied¹ na pytanie Aleksiejewa jest pozytywna. Wiadomo, »e dlaautomo�zmów ergodycznych z widmem dyskretnym ka»dy typ jest realizowa-ny przez funkcje ograniczone. W tym rozdziale poka»emy, »e dla rozszerze«grupowych obrotów ka»dy typ z ci¡gu spektralnego jest realizowany przezfunkcje ograniczone.Niech X i G b¦d¡ metrycznymi zwartymi grupami abelowymi, za± niech� i � b¦d¡ odpowiednio ich miarami Haara.

Twierdzenie 6.1 Zaªó»my, »e T : (X;�) ! (X;�) jest obrotem ergo-
dycznym, za± � : X ! G dowoln¡ funkcj¡ mierzaln¡. Wówczas ka»dy typ z
ci¡gu spektralnego operatora

UT� : L2(X �G; �� �)! L2(X �G; �� �); UT�h(x; g) = h(Tx; �(x)g)
jest realizowany przez funkcj¦ ograniczon¡.

Dowód. Dla dowolnego charakteru � 2 bG rozwa»my domkni¦t¡ podprze-strze« UT�{niezmiennicz¡
H� = fh 2 L2(X �G);h(x; g) = f(x)�(g); f 2 L2(X)g:

Wówczas L2(X �G) = M
�2bGH�
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oraz operator UT� : H� ! H� jest unitarnie równowa»ny operatorowi
U� : L2(X;�)! L2(X;�); U�f(x) = �(�(x))f(Tx)(patrz lemat 1.9). Izomor�zm unitarny V : L2(X;�)! H� tych operatorówokre±lony jest wzorem V f(x; g) = f(x)�(g).Niech bG = f�n;n 2 Ng. Przez �n oznaczmy miar¦, której klasa równowa-»no±ci jest maksymalnym typem spektralnym operatora U�n oraz �n(T) ¬1=2n. Poniewa» ka»dy z operatorów U� ma widmo jednorodne (lemat 1.13)oraz miary �n s¡ parami albo równowa»ne, albo ortogonalne (lemat 1.15),wi¦c dla dowolnego typu � wyst¦puj¡cego w ci¡gu spektralnym UT� istniejeci¡g rosn¡cy fnkgk2N liczb naturalnych taki, »e klasa równowa»no±ci miaryP1k=1 �nk jest równa � oraz miary �nk s¡ parami ortogonalne. Na mocy twier-dzenia Aleksiejewa, istnieje ci¡g ffkgk2N wspólnie ograniczony w przestrzeniL1(X) taki, »e miara spektralna fk dla operatora U�nk jest równowa»namierze �nk dla ka»dego k 2 N. Zde�niujmy h 2 L1(X �G) nast¦puj¡co

h(x; g) = 1X
k=1

12k fk(x)�kn(g):Wówczas �h = 1X
k=1� 1

2k V fk �
1X
k=1�nk �

Niech U : L2(X;B; �) ! L2(X;B; �) b¦dzie operatorem unitarnym. Wtym rozdziale spróbujemy równie» odpowiedzie¢ na pytanie, jak regularne s¡funkcje realizuj¡ce maksymalny typ spektralny. ±ci±le rzecz bior¡c, na prze-strze« z miar¡ (X;B; �) b¦dziemy narzuca¢ zaªo»enia struktury rozmaito±ciró»niczkowej i zbadamy, jak gªadkie s¡ funkcje realizuj¡ce maksymalny typspektralny.Nast¦puj¡ce twierdzenie jest uogólnion¡ wersj¡ klasycznego twierdzeniaAleksiejewa ([2]).
Twierdzenie 6.2 Niech U b¦dzie dowolnym operatorem unitarnym o±-

rodkowej przestrzeni Hilberta H. Niech F b¦dzie podprzestrzeni¡ liniow¡ prze-
strzeni H oraz niech E � F b¦dzie g¦st¡ podprzestrzeni¡ H. Zaªó»my, »e dla
dowolnego ci¡gu fgkgk2N elementów E istnieje rosn¡cy ci¡g frkgk2N liczb
naturalnych oraz liczba rzeczywista 0 < a ¬ 1 taka, »e dla dowolnej liczby
zespolonej u, juj < a suma szeregu

1X
k=1urkgk
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(zbie»no±¢ jest w przestrzeni H) nale»y do F . Wówczas dla dowolnego f 2 H
oraz " > 0 istnieje element g 2 F taki, »e kf � gkH < " oraz �f � �g.
W szczególno±ci w przestrzeni F istnieje element realizuj¡cy maksymalny typ
spektralny operatora U .

Dowód. Niech �1 � �2 � ::: b¦dzie ci¡giem spektralnym operatora U .Wówczas operator unitarny U 0 :L1n=1 L2(T; �n)! L1n=1 L2(T; �n) okre±lonywzorem
U 0( 1Xn=1 �n(zn)) =

1X
n=1 zn�n(zn) dla 1X

n=1 �n(zn) 2
1M
n=1L2(T; �n)

jest unitarnie równowa»ny operatorowi U . Niech V : H !
L1n=1 L2(T; �n)b¦dzie unitarnym izomor�zmem operatorów U oraz U 0. Dla ka»dego f 2 Hzde�niujmy ci¡g f ~fngn2N, ~fn 2 L2(T; �n) w nast¦puj¡cy sposób~fn = PL2(T;�n) � V f;gdzie PL2(T;�n) :L1k=1 L2(T; �k)! L2(T; �n) jest naturalnym rzutem na pod-przestrze« L2(T; �n).Niech f b¦dzie dowolnym elementem przestrzeni H oraz " > 0. Wówczasistnieje ci¡g fgmg1m=0 elementów E taki, »e

kf � gmkH < "2m+2 dla m  0:
Poniewa» limm!1 kf � gmkH = 0 oraz operator PL2(T;�n) jest ograniczony,wi¦c limm!1

Z
T
j ~fn � ~gnmj2d�n = 0

dla ka»dego naturalnego n. Poniewa» zbie»no±¢ w normie L2 implikuje zbie-»no±¢ prawie wsz¦dzie dla pewnego podci¡gu, wi¦c stosuj¡c metod¦ przek¡t-niow¡ mo»emy skonstruowa¢ rosn¡cy ci¡g fmkg1k=0 liczb naturalnych (m0 =1) oraz zbiory Nn � T takie, »e
limk!1 ~gnmk(z) = ~fn(z) dla z 2 Nn; �n(T nNn) = 0:(44)

Niech frkgk2N b¦dzie rosn¡cym ci¡giem liczb naturalnych oraz niech a b¦dziedodatni¡ liczb¡ rzeczywist¡ tak¡, »e dla dowolnej liczby zespolonej u, juj < amamy
1X
k=1urk(gmk � gmk�1) 2 F:(45)
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Oznaczmy D = fu 2 C; juj < 1g. Dla danej liczby zespolonej u 2 D poªó»my
g(u) = g0 + 1X

k=1urk(gmk � gmk�1):(46)
Poniewa» 1X

k=1 kgmk � gmk�1kH < 1X
k=1

"2mk�1+1 ¬ "2 ;
wi¦c dla u 2 D szereg wyst¦puj¡cy po prawej stronie równo±ci (46) jestbezwzgl¦dnie zbie»ny w H, a zatem g(u) 2 H. Poniewa»

kg(u)� g0kH ¬ 1X
k=1 kgmk � gmk�1kH < "2 ;

wi¦c dla u 2 D otrzymujemy kg(u)� fkH < ". Na mocy (46), dla dowolnegonaturalnego n mamy
~gn(u; z) = ~gn0 (z) + 1X

k=1urk(~gnmk(z)� ~gnmk�1(z)):(47)
Natomiast z (44) wynika, »e dla z 2 Nn oraz u = 1 szereg wyst¦puj¡cy poprawej stronie równo±ci (47) jest zbie»ny w zwykªym sensie. St¡d ~gn(�; z) jestfunkcj¡ analityczn¡ na dysku D oraz

~gn(1; z) = ~fn(z):
Zatem dla ka»dego z 2 Nn zachodzi jedna z dwóch nast¦puj¡cych mo»liwo±ci:

• ~gn(�; z) � 0, a wtedy ~gnmk(z) = 0 dla k  0, co poci¡ga za sob¡ ~fn(z) =~gn(1; z) = 0 albo
• funkcja ~gn(�; z) ma co najwy»ej przeliczaln¡ ilo±¢ zer na D.
Dla dowolnych n 2 N oraz u 2 D oznaczmy An;u = fz 2 Nn; ~gn(u; z) 6=0g. Wówczas dla z 2 An;1 funkcja ~gn(�; z) posiada co najwy»ej przeliczaln¡ilo±¢ zer na D. Rozwa»my produkt kartezja«ski D � An;1 dysku D z miar¡Lebesgue'a � oraz zbioru An;1 z miar¡ �n. W powy»szym produkcie zbiór

f(u; z) 2 D � An;1; ~gn(u; z) = 0g
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ma �� �n-miar¦ zero, gdy» dowolny zbiór fu 2 D; ~gn(u; z) = 0g ma �-miar¦zero (zawiera co najwy»ej przeliczaln¡ ilo±¢ punktów). Zatem dla � prawiewszystkich u 2 D mamy ~gn(u; z) 6= 0 dla �n prawie wszystkich z 2 An;1.St¡d dla prawie wszystkich u 2 D,
�n(An;1 n An;u) = 0:(48)

Wybierzmy u0 2 D, ju0j < a tak, aby warunek (48) byª speªniony dla ka»degonaturalnego n. Wówczas � ~fn � �~gn(u0;�):St¡d wynika ju», »e �f � �g(u0):Natomiast z (45) oraz (46) otrzymujemy g(u0) 2 F , co ko«czy dowód twier-dzenia. �

Lemat 6.3 Niech hF; i b¦dzie przestrzeni¡ Fr�echeta. Wówczas dla do-
wolnego ci¡gu ffkgk2N elementów F istnieje rosn¡cy ci¡g frkgk2N liczb na-
turalnych takich, »e dla ka»dej liczby zespolonej u, juj < 12 szereg

1X
k=1urkfk(49)

jest zbie»ny w F .
Dowód. Wybierzmy rosn¡cy ci¡g frkgk2N liczb naturalnych tak, aby dladowolnej liczby zespolonej � i dowolnej liczby naturalnej k,

j�j < 12rk =) �fk < 12k :
Dla dowolnej liczby zespolonej u, juj < 12 mamy jurk j < 12rk , a zatem urkfk <12k . Poniewa» szereg P1k=1 urkfk jest zbie»ny, wi¦c równie» szereg (49) jestzbie»ny w przestrzeni Fr�echeta F . �

Wniosek 6.1 Niech hF; i b¦dzie przestrzeni¡ Fr�echeta oraz niech F
b¦dzie g¦st¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni Hilberta H tak¡, »e  k kH. Wów-
czas istnieje element f 2 F realizuj¡cy maksymalny typ spektralny operatoraU . �
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Zaªó»my, »eH = L2(X;B; �), za± U jest dowolnym operatorem unitarnymprzestrzeni H. Stosuj¡c wniosek 6.1 do F = L1(X;�) otrzymujemy:
Wniosek 6.2 (twierdzenie Aleksiejewa) W prestrzeni L1(X;�) ist-

nieje funkcja realizuj¡ca maksymalny typ spektralny operatora U .
Poni»ej podamy dwa wzmocnienia twierdzenia Aleksiejewa przy zaªo»e-niach bogatszej struktury przestrzeni X.
Wniosek 6.3 Niech X b¦dzie zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡. Wówczas

istnieje funkcja ci¡gªa realizuj¡ca maksymalny typ spektralny operatora U .
Dowód. Poniewa» miara � jest regularna, wi¦c przestrze« C(X) jestg¦sta w L2(X;�). Stosuj¡c wniosek 6.1 dla F = C(X) otrzymujemy tez¦wniosku. �

Stosuj¡c te same argumenty co w dowodzie twierdzenia 6.1 oraz wnio-sek 6.3 otrzymujemy:
Wniosek 6.4 Zaªó»my, »e T : (X;�) ! (X;�) jest obrotem ergodycz-

nym na zwartej grupie abelowej X, za± � : X ! G dowoln¡ funkcj¡ mierzal-
n¡, gdzie G jest zwart¡ grup¡ abelow¡. Wówczas ka»dy typ z ci¡gu spektral-
nego operatora

UT� : L2(X �G)! L2(X �G); UT�f(x; g) = f(Tx; �(x)g)
jest realizowany przez funkcj¦ ci¡gª¡. �

Wniosek 6.5 Niech X b¦dzie zwart¡ rozmaito±ci¡ ró»niczkow¡ klasy Cr,
gdzie r 2 N [ f1g. Wówczas istnieje funkcja f 2 Cr(X) realizuj¡ca maksy-
malny typ spektralny operatora U .

Dowód. Dla r 2 N istnieje norma k kCr na przestrzeni Cr(X) taka, »e
k kCr  k k1 oraz hCr(X); k kCri jest przestrzeni¡ Banacha.Dla r =1 istnieje F-norma C1 na przestrzeni C1(X) taka, »e C1 
k k1 oraz hC1(X); C1i jest przestrzeni¡ Fr�echeta.Poniewa» przestrze« Cr(X) jest g¦st¡ podprzestrzeni¡ hC(X); k k1i, wi¦cCr(X) jest g¦sta w L2(X;�). Stosuj¡c równie» wniosek 6.1 otrzymujemy tez¦wniosku. �
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6.1 Przypadek rozmaito±ci analitycznej

Do udowodnienia, »e w przypadku rozmaito±ci analitycznej istnieje funk-cja analityczna realizuj¡ca maksymalny typ spektralny, b¦dziemy potrzebo-wali nast¦puj¡cej nierówno±ci.
Lemat 6.4 Niech A b¦dzie liczb¡ rzeczywist¡, 0 ¬ A < 1. Wówczas dla

ka»dej liczby caªkowitej k  0 mamy

1X
n=1nkAn ¬ A1� A k!(1� A)k :

Dowód. Poniewa» dla dowolnych naturalnych n, k,
nk � (n� 1)k ¬ knk�1;

wi¦c
1X
n=1nkAn = 11� A

1X
n=1nk(An � An+1)

= 11� A
1X
n=1(nk � (n� 1)k)An

¬
k1� A

1X
n=1nk�1An:

St¡d wynika ju», »e
1X
n=1nkAn ¬ A1� A k!(1� A)k : �

Niech W b¦dzie otwartym podzbiorem Rd. Mówimy, »e f : W ! Cjest rzeczywist¡ funkcj¡ analityczn¡ (lub po prostu funkcj¡ analityczn¡) naW , je±li dla ka»dego x 0 2 W w pewnym jego otoczeniu funkcj¦ f mo»emyprzedstawi¢ jako szereg pot¦gowy postaci
1X

l1;:::;ld=0 al1:::ld(x1 � x01)l1 :::(xd � x0d)ld(50)
gdzie al1:::ld 2 C oraz x 0 = (x01; :::; x0d).
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Lemat 6.5 Niech ffkgk2N b¦dzie ci¡giem funkcji analitycznych na W ta-
kim, »e istniej¡ rosn¡ce ci¡gi fMkgk2N, fRkgk2N liczb naturalnych speªniaj¡ce
warunek supx2W j

@l1+:::+ldfk(x)@xl11 :::@xldd j¬ RkM l1+:::+ldk
dla wszystkich l1; :::; ld  0, k 2 N. Wówczas dla dowolnej liczby zespoloneju 2 D = fu 2 C; juj < 1g szereg

1X
k=1uRkMkfk

jest jednostajnie zbie»ny na dowolny zwartym podzbiorze W oraz

f = 1X
k=1uRkMkfk

jest funkcj¡ analityczn¡ na W .

Dowód. Korzystaj¡c z lematu 6.4, dla dowolnych l1; :::; ld  0, l1 + :::+ld > 0 oraz x 2 W otrzymujemy
1X
k=1 jujRkMk j

@l1+:::+ldfk(x)@xl11 :::@xldd j ¬
1X
k=1 jujRkMkRkM l1+:::+ldk

¬
1X
k=1 jujRkMk(RkMk)l1+:::+ld

¬
1X
n=1 jujnnl1+:::+ld

¬ (l1 + :::+ ld)! juj1� juj( 11� juj)l1+:::+ld :Dla dowolnego x 2 W otrzymujemy równie», »e
1X
k=1 jujRkMk jfk(x)j ¬ 1X

k=1 jujRkMkRk ¬ 1X
n=1 jujnn ¬ juj(1� juj)2 :

St¡d wynika, »e funkcja f = P1k=1 uRkMkfk ma pochodne wszystkich rz¦dóworaz dla dowolnych l1; :::; ld  0 oraz x 2 W ,
j
@l1+:::+ldf(x)@xl11 :::@xldd j ¬ (l1 + :::+ ld)! juj(1� juj)2 ( 11� juj)l1+:::+ld

¬ l1!:::ld! juj(1� juj)2 ( d1� juj)l1+:::+ld :
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Zatem f jest funkcj¡ analityczn¡ na W . �

Twierdzenie 6.6 Niech X b¦dzie rzeczywist¡ zwart¡ rozmaito±ci¡ anali-
tyczn¡. Wówczas istnieje podprzestrze« E przestrzeni wszystkich funkcji ana-
litycznych na X taka, »e E jest g¦st¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni C(X) oraz
dla ka»dego ci¡gu fgkgk2N elementów E istnieje rosn¡cy ci¡g frkgk2N liczb
naturalnych taki, »e dla dowolnej liczby zespolonej u 2 D szereg

1X
k=1urkgk

zbiega w C(X) oraz P1k=1 urkgk jest funkcj¡ analityczn¡ na X.

Dowód. Niech ' : X ! Rd b¦dzie analitycznym wªo»eniem rozmaito±cianalitycznej X w przestrze« euklidesow¡ Rd (patrz [18]). Przez E 0 oznaczmyprzestrze« wielomianów na Rd oraz oznaczmy
E = ff : X ! C; f � '�1 2 E 0g:

Korzystaj¡c z twierdzenia Stone'a-Weierstrassa, E 0 jest g¦st¡ podprzestrze-ni¡ C('(X)), a st¡d E jest g¦st¡ podprzestrzeni¡ C(X) oraz ka»da funkcjaf 2 E jest analityczna.Niech fgkgk2N b¦dzie dowolnym ci¡giem elementów E oraz niech fPkgk2Nb¦dzie ci¡giem wielomianów na Rd takim, »e gk = Pk � ' dla ka»dego na-turalnego k. Niech W b¦dzie otwartym ograniczonym podzbiorem Rd, któryzawiera zbiór '(X). Wówczas istniej¡ rosn¡ce ci¡gi fMkgk2N, fRkgk2N liczbnaturalnych takie, »e
sup
x2W j

@l1+:::+ldPk(x)@xl11 :::@xldd j¬ RkM l1+:::+ldk
dla wszystkich l1; :::; ld  0, k 2 N.Poªó»my rk = RkMk. Na mocy lematu 6.5, szereg P1k=1 urkPk jest jedno-stajnie zbie»ny na '(X) oraz funkcja P1k=1 urkPk jest analityczna na W dladowolnej liczby zespolonej u 2 D. Zatem szereg P1k=1 urkgk zbiega jednostaj-nie na X oraz funkcja

1X
k=1urkgk =

1X
k=1urkPk � 'jest analityczna na X. �
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Wniosek 6.6 Zaªó»my, »e X jest zwart¡ rozmaito±ci¡ analityczn¡, za± �
sko«czon¡ miar¡ borelowsk¡ na X. Wówczas dla dowolnego operatora unitar-
nego U : L2(X;�) ! L2(X;�) istnieje funkcja analityczna na X realizuj¡ca
maksymalny typ spektralny operatora U . �
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A Kilka uwag na temat krotno±ci spektralnej
produktów Anzaia

W tym rozdziale zajmiemy si¦ tematyk¡ zwi¡zana z pytaniem A. Iwani-ka: jakie krotno±ci spektralne s¡ realizowane przez sko±ne produkty Anzaia.ªatwo pokaza¢, »e zbiory f1g i f1;1g s¡ realizowane. Z ogólnej metody kon-struowania kocyklu wyznaczaj¡cego automor�zm o zadanym zbiorze warto-±ci krotno±ci ([36]) wynika, »e zbiór f1; 2g jest równie» realizowany w klasiesko±nych produktów Anzaia. W tym rozdziale b¦dziemy rozwa»a¢ sko±ne pro-dukty Anzaia w przypadku, gdy ' : T ! T jest funkcj¡ absolutnie ci¡gª¡,za± jej pochodna jest funkcj¡ kawaªkami absolutnie ci¡gªa z dwoma punkta-mi nieci¡gªo±ci i sum¡ skoków zero. Poka»emy, »e dla wi¦kszo±ci rozwa»anychfunkcji sko±ny produkt T' ma widmo singularne i ci¡gªe na L21? oraz maksy-malna krotno±¢ spektralna jest co najwy»ej 2. Ponadto poka»emy, »e w±ródrozwa»nych automor�zmów s¡ zarówno produkty z widmem prostym, jak i zmaksymaln¡ krotno±ci¡ spektraln¡ równ¡ 2.Zaªó»my, »e � 2 S20 , tzn.
lim infn!1 q3nkqn�k = 0

oraz Tz = e2�i�z.
Twierdzenie A.1 Istnieje zbiór B � T miary peªnej taki, »e je±li ' :

T ! T jest funkcj¡ absolutnie ci¡gª¡ postaci '(e2�ix) = e2�i ~'(x), przy czym~' : T ! R jest absolutnie ci¡gªa, za± D ~' jest funkcj¡ kawaªkami absolutnie
ci¡gª¡ o sumie skoków zero, dla której 0 i � s¡ jedynymi punktami nieci¡gªo±ci
oraz � 2 B, to rozszerzenie T' ma widmo singularne i ci¡gªe o maksymalnej
krotno±ci spektralnej nie wi¦kszej ni» 2 na przestrzeni L21?. Ponadto, dla
ka»dego � 2 B istnieje zbiór A � T miary peªnej taki, »e dla ka»dego a 2 A
sko±ny produkt T' exp 2�ia ma widmo proste, singularne i ci¡gªe na przestrzeniL21?.

Dowód. Niech fqngn2N b¦dzie podci¡giem ci¡gu mianowników liczby �takim, »e limn!1 q3nkqn�k = 0:
Przez B oznaczmy zbiór elementów � 2 T takich, »e ci¡g fqn�gn2N jest g¦styw zbiorze T. Wówczas B jest zbiorem peªnej miary, patrz [34] rozdziaª 1 §4.
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Zauwa»my, »e funkcj¦ ~' mo»na przedstawi¢ jako sum¦ funkcji ~' = � +  ,gdzie � : T! R jest funkcj¡ C1+AC0 , za± funkcja  : T! R jest postaci
 (x) = c+ d(1� �)x1[0;�)(x) + d�(1� x)1[�;1)(x);

gdzie c; d 2 R, d 6= 0. Wówczas
D = d(1� �) + d1[�;1):

Dla 0 ¬ j < qn przez h(j)1 , h(j)2 oznaczmy jedyne liczby caªkowite 0 ¬h(j)1 ; h(j)2 < qn speªniaj¡ce warunki
h(j)1 pn + j = [qn�] mod qn; h(j)2 pn + j = 0 mod qn:

Wówczas
� � h(j)1 � = [qn�]qn + fqn�gqn � h(j)1 pnqn � h(j)1 �nqn(51)

= jqn + fqn�igqn �
h(j)1 �nqnoraz

�h(j)2 � = �h(j)2 pnqn � h(j)2 �nqn = jqn � h(j)2 �nqn ;(52)
gdzie j�nj = kqn�k. St¡d wynika, »e dla j = 0; :::; qn � 1 mamy

�h(j)2 � e<� � h(j)1 � e<� h(j+1)2 �:
Korzystaj¡c z (41) otrzymujemy, »e

D (qn)(x) = ( d(1� fqn�g) dla x 2 (�h(j)2 �; � � h(j)1 �)
�dfqn�g dla x 2 (� � h(j)1 �;�h(j+1)2 �):

Dla ka»dej liczby naturalnej n zde�niujmy funkcj¦ �n : T! R nast¦puj¡co
�n(x) =

8<: d(1� fqn�g) dla x 2 ( jqn ; jqn + fqn�gqn )
�dfqn�g dla x 2 ( jqn + fqn�gqn ; j+1qn ):

Korzystaj¡c z (51) oraz (52) otrzymujemy
kD (qn) � �nkL1 ¬ 2jdjqnkqn�k:
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Poniewa»
kD (q2n) � qnD (qn)kL1 ¬ 2jdjq3nkqn�k;wi¦c
kD (q2n) � qn�nkL1 ¬ 4jdjq3nkqn�k:Dla dowolnego naturalnego n zde�niujmy funkcj¦ �n : T! R nast¦puj¡co
�n(x) =  (q2n)(0) + Z x0 qn�nd�:

Poniewa» dla dowolnych funkcji absolutnie ci¡gªych f; g : T ! R takich, »ef(0) = g(0) mamy
jf(x)� g(x)j = j

Z x0 (Df �Dg)d�j ¬ kDf �DgkL1 ;
wi¦c

k (q2n) � �nkL1 ¬ kD (q2n) � qn�nkL1 ¬ 4jdjq3nkqn�k:Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 4.1, dla dowolnej niezerowej liczbycaªkowitej m rozwa»my ci¡g Z
T
e2�im ~'(q2n)(x)dx:

Na mocy wniosku 5.1, ci¡g �(q2n) zbiega jednostajnie do zera, ~'(q2n) = �(q2n) + (q2n) oraz limn!1 k (q2n) � �nkL1 = 0;
a zatem wystarczy zbada¢ ci¡gu

Cn = Z
T
e2�im�n(x)dx:

Dla dowolnego punktu x 2 T, R x+1=qnx �nd� = 0, a zatem funkcja �n jestokresowa o okresie 1=qn oraz na odcinku [0; 1=qn) wyra»a si¦ wzorem
�n(x) =  (q2n)(0) + d(1� fqn�g)qnx1[0; fqn�gqn )(x)+d(fqn�g)(1� qnx)1[ fqn�gqn ; 1qn )(x):
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St¡d
Cn = qn Z 1=qn0 e2�im�n(x)dx

= Z
T
e2�im�n(x=qn)dx

= e2�im (q2n)(0)(Z fqn�g0 e2�imd(1�fqn�g)xdx+ Z 1
fqn�g e2�imd(fqn�g)(1�x))xdx)

= e2�im (q2n)(0)(e2�imd(1�fqn�g)fqn�g � 12�imd(1� fqn�g) + 1� e2�imd(1�fqn�g)fqn�g
�2�imdfqn�g )

= e2�im (q2n)(0) e2�imd(1�fqn�g)fqn�g � 12�imd(1� fqn�g)fqn�g
= e�im(2 (q2n)(0)+d(1�fqn�g)fqn�g) sin �md(1� fqn�g)fqn�g�md(1� fqn�g)fqn�g :

Przypomnijmy, »e U (m)' f(z) = ('(z))mf(Tz). Najpierw poka»emy, »e dladowolnej liczby caªkowitej m 6= 0 maksymalny typ spektralny �m operatoraU (m)' jest ci¡gªy i singularny. Wybierzmy liczb¦ rzeczywist¡ 316 jmdj <  <14 jmdj tak, aby sin� 6= 0. Nast¦pnie wybierzmy podci¡g fqnjgj2N tak, aby
limj!1 jmdj(1� fqnj�g)fqnj�g = 

oraz ci¡g fe�im(2 (q2nj )(0)+d(1�fqnj�g)fqnj�g)gj2N byª zbie»ny. Wówczas operatorU (m)' jest �(m)-sªabo mieszaj¡cy wzdªu» ci¡gu fq2njgj2N oraz
0 < j�(m)j = j sin �=�j < 1:

Zatem na mocy wniosku 4.1, miara �m jest singularna i ci¡gªa.Nast¦pnie poka»my, »e dla dowolnych liczb caªkowitych jm1j 6= jm2j mak-symalne typy spektralne �m1 oraz �m2 s¡ ortogonalne. Wybierzmy liczb¦rzeczywist¡ 316 jdj <  < 14 jdj tak, aby
j
sin �m1�m1 j 6= j

sin �m2�m2 j:
Nast¦pnie wybierzmy podci¡g fqnjgj2N tak, aby

limn!1 jdj(1� fqnj�g)fqnj�g = 
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oraz ci¡g fe�i(2 (q2nj )(0)+d(1�fqnj�g)fqnj�g)gn2N byª zbie»ny. Wówczas operatorU (mi)' jest �(mi)-sªabo mieszaj¡cy wzdªu» ci¡gu fq2njgj2N, i = 1; 2 oraz
j�(m1)j = j

sin �m1�m1 j 6= j
sin �m2�m2 j = j�(m2)j:

Zatem na mocy twierdzenia 4.2, miary �m1 , �m2 s¡ ortogonalne. M. Guenais w[19] pokazaªa, »e dowolny operator unitarny V : L2(T; �)! L2(T; �) postaci
V f(e2�ix) = e2�ig(x)f(Te2�ix);

gdzie g : T ! R jest funkcj¡ absolutnie ci¡gª¡ ma proste widmo. Zatemka»dy z operatorów U (m)' ma proste widmo. Poniewa» miary �m, m 2 Znf0gs¡ singularne i ci¡gªe oraz �m1 ? �m2 dla jm1j 6= jm2j, wi¦c sko±ny produktT' ma widmo singularne i ci¡gªe o maksymalnej krotno±ci spektralnej niewi¦kszej ni» 2 na przestrzeni L21?.Niech � b¦dzie dowolnym elementem zbioruB. Wybierzmy podci¡g fqnjgj2Ntak, aby ci¡gi
fe�i(2 (q2nj )(0)+d(1�fqnj�g)fqnj�g)gj2Noraz

fd(1� fqnj�g)fqnj�ggj2Nbyªy zbie»ne odpowiednio do e2�i� oraz � 2 R n Q. Przez A oznaczmy zbiórelementów a 2 T takich, »e ci¡g fq2njagj2N jest g¦sty w T. Wystarczy pokaza¢,»e dla dowolnej liczby naturalnejmmaksymalne typy spektralne �m oraz ��modpowiednio operatorów unitarnych U (m)' exp 2�ia oraz U (�m)' exp 2�ia s¡ ortogonalne.Wybierzmy podci¡g fqnjlgl2N tak, aby
liml!1 e2�i(�+q2njl a) = e2�i;

gdzie  jest liczb¡ rzeczywist¡ niewymiern¡. Wówczas operator unitarnyU (m)' exp 2�ia jest �m{sªabo mieszaj¡cy oraz operator U (�m)' exp 2�ia jest ��m{sªabomieszaj¡cy wzdªu» ci¡gu fq2njlgl2N, gdzie
�m = e2�im sin �m��m� oraz ��m = e�2�im sin �m��m� :

Poniewa» e2�im 6= e�2�im, wi¦c miary �m oraz ��m s¡ ortogonalne, co ko«-czy dowód twierdzenia. �
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Na zako«czenie podamy przykªad funkcji ~' : T ! R absolutnie ci¡gªej,której pochodna D ~' jest funkcj¡ KAC z dwoma punktami nieci¡gªo±ci 0 i�, � 2 B i sum¡ skoków zero takiej, »e zbiór tych a 2 T, »e maksymalnakrotno±¢ spektralna rozszerzenia T' exp 2�ia jest równa 2, jest zbiorem g¦stymw T.
Lemat A.2 Je±li � ~'(x) = ~'(�x � ) dla pewnej liczby  2 T, to dla

dowolnej liczby wymiernej a 2 T maksymalna krotno±¢ spektralna produktu
sko±nego T' exp 2�ia jest przynajmniej równa 2.

Dowód. Niech a = p=q, gdzie nwd(p; q) = 1. Wówczas
((U (�q)' exp 2�ia)n1; 1) = Z

T
e�2�iq( ~'(n)(x)+np=q)dx = Z

T
e2�iq ~'(n)(�x��(n�1)�)dx

= Z
T
e2�iq( ~'(n)(x)+np=q)dx = ((U (q)' exp 2�ia)n1; 1):

Zatem miary spektralne funkcji 1 dla operatorów U (q)' exp 2�ia oraz U (�q)' exp 2�ia s¡sobie równe (na mocy lematu1.15, operatory U (q)' exp 2�ia i U (�q)' exp 2�ia s¡ wr¦czunitarnie równowa»ne), a zatem maksymalna krotno±¢ spektralna sko±negoproduktu T' exp 2�ia jest przynajmniej 2. �

Dla dowolnych liczb � 2 T, d 2 R zde�niujmy funkcj¦ ~'�;d : T ! Rnast¦puj¡co
~'�;d(x) = d(1� �)x1[0;�)(x) + d�(1� x)1[�;1)(x)� 12d�(1� �):

Zauwa»my, »e
� ~'�;d(x) = ~'�;d(�x� �):Zatem, je±li � 2 B, to dla dowolnej liczby wymiernej a 2 T maksymalnakrotno±¢ spektralna sko±nego produktu Texp 2�i( ~'�;d+a) jest równa 2.
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