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Zadanie 1. (E) Udowodnij nieréwnosé Cauchy’ego-Schwarza

Rozwigzanie 1.

e indukcyjnie
e przez unormowanie i skorzystanie z nieréwnosci ab < % (a2 + b2).

e przez iloczyn skalarny (dzieki temu mamy mndstwo wnioskéw)

Zadanie 2. (E) Wykaz, ze dla dowolnego ciagu liczb rzeczywistych a1, aq, . .., a, zachodzi
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Rozwigzanie 2. W pierwszym b; = 1, a w drugim a; = a}, b; = a;}.

o

Zadanie 3. (E) Dane sa liczby dodatnie p; takie, ze p1 + ...+ p, = 1. Wykaz, ze dla dowolnych liczb
nieujemnych a;, b; takich, ze a < a;b; dla i =1,...,n zachodzi

Rozwigzanie 3. Stosuje sie bezposrednio nieréwnosé C-S. Przyktad: ciekawa nieréwnosé mamy dal b; =
l/ai .

Zadanie 4. (E, wigcej ciggéw) Wykaz, ze
(Sownar) = (300t) w3
k=1 1
oraz
n 2 n n n
(o) <33 i3
k=1

Rozwigzanie 4. Stosujemy 3 razy C-S: najpierw do ag, i bicy, a potem do pojedynczych. W drugiej czesci
korzystamy z pierwszej i prostej nieréwnosci > b < (3 07)2.

Zadanie 5. (M, nieréwnoéci symetryczne) Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich z, y, z zachodzi
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Rozwigzanie 5. Mnozymy przez (x +y+z)1/ 2 korzystamy z C-S dla kazdego sktadnika, a potem $rednie
na koniec. W drugiej czesci rozbijamy « +y + z = \/;? + \/Ziﬁ + \/;Ty

Zadanie 6. (M) Wiadomo, ze f(z) = cos(8z) spelnia f?(z) = 3 (1+ f(2z)). Wykaz, ze dla dowolnych
liczb dodatnich p1,pa, ..., p, takich, ze py + ...+ p, = 1 zachodzi ¢*(z) < % (14 g(2x)), gdzie

n

g(x) = 3" pi cos(Bea).

k=1
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Rozwigzanie 6. Wystarczy rozbi¢ p, = p?|-p; i zastosowaé C-S, a potem skorzystac z danej tozsamosci.

Zadanie 7. (M) Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a; mamy

2 2

Zaj + Z(—l)jw (n+2) Za

Rozwiazanie 7.Lewa strone wyliczamy jako 27 a3 + 43 (e yes awar, gdzie S = {(k.l) : 2|k +1}. Na-
stepnie drugi sktadnik szacujemy ze wzoru skréconego mnozenia. Dalej Z( kl)ES ai+ai =% i=1"n;a?,
gdzie n; to liczba par z S, w ktérych jedna liczba to i. Wéwcezas n; < [(n — 1)/2], bo badamy pary o
ustalonej jednej ze wspélrzednych z jednego naroznika tablicy i to w dodatku co druga pare. Laczac te
szacowania dostajemy teze.

Zadanie 8. (H) Dana jest tablica liczb rzeczywistych {a;r : 1 < j < m, 1 <k < n}. Wykaz, ze

m n 2 n m m n 2 m n
mZ(ZaJ—k> +nz Zajk ZZaJk +ngZa§k.
j=1 \k=1 k=1 \j=1

j=1k=1 j=1k=1

Ponadto wykaz, ze r6wnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy istniejq ciagi «; i By takie, ze ajr = o+ Bi.

N
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Rozwigzanie 8. Traktujac macierz jako wektor dtugosci mn mamy (z C-S z jedynka) (Z;”:l Shy xjk)

mn YT Y op_, x5, Stosujemy te nieréwno$é dla xj; = a;i, —1;/n — ¢ /m gdzie r; to suma wiersza, cy,
to suma kolumny. Bezposrednio otrzymujemy wtedy zadang nieréwnoéé. Réwno$é mamy, jesli x5 jest
stale réwne D, czyli mamy «; = D +1;/n, Br = c.




