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Zadanie 1. Na tablicy zapisano dwie liczby: 1 i 4. Każda operacja polega na zmazaniu tych liczb i
zapisaniu ich średniej arytmetycznej oraz średniej harmonicznej. Wykaż, że po 2017 operacjach jedna z
liczb będzie większa od 2, a druga mniejsza od 2.

Zadanie 2. Zapisano na tablicy trzy liczby. W każdym ruchu możemy zastąpić dwie z nich, nazwijmy
je a i b przez a+b√

2
oraz a−b√

2
. Czy możemy za pomocą takich operacji otrzymać liczby 1,

√
2, 1+

√
2 z liczb

1,
√
2, 1√

2
?

Zadanie 3. Na okręgu zapisano n liczb naturalnych. W danym ruchu między każdymi dwiema liczbami
zapisujemy ich NWD, po czym ścieramy wszystkie początkowe liczby. Udowodnić, że po skończonej liczbie
ruchów wszystkie liczby na okręgu będą równe.

Zadanie 4. Rozpoczynamy z czterema identycznymi trójkątami prostokątnymi. W każdym ruchu prze-
cinamy jeden z posiadanych trójkątów wzdłuż wysokości prostopadłej do przeciwprostokątnej (czyli na
dwa trójkąty prostokątne). Wykaż, że po dowolnej liczbie ruchów wśród wszystkich posiadanych trójkątów
istnieją dwa identyczne.

Zadanie 5. W parlamencie każdy poseł ma co najwyżej trzech wrogów. Wykaż, że można tak podzielić
wszystkich posłów na dwie frakcje, że każdy ma w swojej frakcji co najwyżej jednego wroga (relacja
wrogości jest symetryczna).

Zadanie 6. Na płaszczyźnie danych jest 2n punktów. Udowodnić, że można tak narysować n odcinków,
aby każdy punkt był końcem pewnego odcinka oraz by odcinki się nie przecinały.

Zadanie 7. Każda z liczb a1, . . . , an jest równa 1 lub −1 oraz

S = a1a2a3a4 + a2a3a4a5 + . . .+ an−1ana1a2 + ana1a2a3 = 0.

Wykaż, że 4|n.

Zadanie 8. Niech a1, . . . , an będzie dowolną permutacja liczb 1, . . . , n. Wykazać, że jeśli n jest niepa-
rzyste, to P = (a1 − 1)(a2 − 2) . . . (an − n) jest parzyste.

Zadanie 9. Sześć żab siedzi w wierzchołkach sześciokąta foremnego, jedna żaba w każdym wierzchołku.
Żaby mogą przeskakiwać nad innymi, w taki sposób że żaba z punktu F przeskakuje nad żabą w punkcie
P do punktu F ′ = F + 3F⃗P . Czy po skończonej liczbie ruchów któraś z żab może znaleźć się w środku
ciężkości początkowego sześciokąta?

Zadanie 10. Mamy dany dowolny ciąg a1, a2, . . . , an liczb całkowitych dodatnich. Jeśli to możliwe
wybieramy dwa indeksy j < k takie, że aj nie dzieli ak i zastępujemy aj i ak przez NWD(aj , ak) oraz
NWW (aj , ak) odpowiednio. Wykaż, że taki proces musi się kiedyś zakończyć (czyli po pewnej liczbie
kroków aj |ak gdy j < k).

Zadanie 11. Na tablicy zapisano n nieujemnych liczb całkowitych, których NWD wynosi 1. W jednym
kroku można zmazać dwie liczby x, y, takie że x−y  0 i zastąpić je liczbami x−y, 2y. Znaleźć wszystkie
możliwe zbiory wartości początkowych, dla których można doprowadzić do pozostawienia na tablicy
dokładnie jednej liczby niezerowej
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