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Zadanie 1. (E) W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt M jest $rodkiem boku BC. Niech P bedzie
rzutem punktu C' na prosta AM. Oraz niech @) bedzie drugim punktem przeciecia okregu opisanego na
tréjkacie ABP z odcinkiem CB. Wykaz, ze jesli N jest érodkiem odcinka AQ, to NB = NC.

Rozwigzanie 1. Zadanie z USAMO 2023.

Niech D bedzie spodkiem wysoko$ci a wierzchotka A. Czworokat ADPC jest woéwczas cykliczny. Z potegi
punktu M wzgledem dwodch okregéw mamy

MB-MQ=MA-MP=MC-MD,

czyli dzieki zalozeniu M B = MC mamy MQ = MD. Z twierdzenia o linii $rodkowej mamy M N||AD,
co daje teze.

Zadanie 2. (E) W zapisie dziesietnym ulamki A, B € (0,1/2) sa okresowe, o okresie minimalnym
odpowiednio 6 i 12. Jakie sa wszystkie mozliwe okresy minimalne liczby A + B?

Rozwigzanie 2. Ulamek okresowy P o okresie minimalnym % moze by¢ zapisany w postaci

X

P=—°>
107 (10% — 1)

Suma lub réznica dwdch liczb tej postaci (z ustalonym k) takze jest tej postaci, wigc jesli dwa utamki maja
okres k, to ich suma i réznica réwniez. W konsekwencji 12 jest okresem ulamka A+ B, wiec kandydatami
sa dzielniki liczby 12.

6 nie moze by¢ okresem liczby A+ B, gdyz wéwczas byloby okresem liczby B = (A+B)— A. Wykluczamy
wiec dzielniki liczby 6 i jedynymi mozliwosciami sa 4 i 12. Te wartoéci sa realizowane przez:

A =0.(000001), B =0.(000000000001), A+ B = 0.(000001000002),

A =0.(000001), B=0.(011100110110), A+ B =0.(0111).

Zadanie 3. (E) Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b zachodzi nier6wnosé

a+b a®+0b? a3—|—b3<a6—|—b6
2 2 2 2

Rozwigzanie 3. Jedli suma a + b jest nieujemna, to takze a® + b> > 0. Jeli jest ujemna to podstawiajac
(a,b) = (—a, —b) otrzymujemy do udowodnienia te sama nieréwno$é¢ z nieujemna suma. Oznaczmy przez
Py $rednia potegowa liczb a i b stopnia k. Problem ma wiec posta¢ Py PZP; < PS. Z nieréwnoséci AM-
GM (dla liczb dodatnich) i nieréwnosci o $rednich potegowych (z ewentualnym przejSciem przez wartos$é

PR —
bezwzgledna tzn. % < \z\—gly\ < {‘/lz‘ ;ly‘ = i/#) mamy

P, +2P, + 3P\ ° P\
P1P22P§’<(1+62+33> <(666> =Fg.

Zadanie 4. (M) Na okregu obrano n > 2 punktéw i kazdy z nich polaczono odcinkiem z kazdym
innym. Czy mozna narysowa¢ lamana, ktora zawiera¢ bedzie wszystkie te odcinki, kazdy dokladnie raz i
zakonczy sie tym samym punkcie, ktérym sie zaczeta?

Rozwigzanie 4. Jedli n jest parzyste, to nie - kazdy z wierzchotkéw ma stopien nieparzysty, a powinien
mieé parzysty (tyle razy do punktu wchodzimy, co wychodzimy). Skonstruujemy indukeyjnie taka lamana
dla n =2k + 1. Dla k =1 teza jest oczywista.

Przypus$émy, ze potrafimy skonstruowaé takg tamang dla 2k —1 punktéw i rozwazmy 2k+1 punktéw. Dla
punktéw Aq, ..., Agr_1 istnieje odpowiednia lamana startujaca w A;. Oznaczmy ja przez L. Zauwazmy



Kolo matematyczne RozgrzeWka przez OM 2023/2024

dr Daniel Strzelecki Lista nr 9

teraz, ze potrafimy skonstruowaé¢ tamana K, ktéra bedzie zawiera¢ wszystkie odcinki od zbioru {B, C}
do zbioru {Ay,..., Asx_1} oraz odcinek BC. Istotnie, taka lamana jest:

K= AlBAQCAgA e A2k_3BA2k_20A2k_1BCA1.

Sklejamy te lamane idac po K, a nastepnie po L.




